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Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche algebraische Integrale besitzen. 
Zweite Abhandlung. 


(Von Herrn L. Fuchs in Heidelberg.) 


hı meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 81 p. 97) habe ich die Frage, 
unter welchen Umständen eine lineare Differentialgleiehung zweiter Ordnung 
algebraische Integrale besitze, auf die Frage zurückgeführt, wann gewisse 
aus der gegebenen eindeutig ableitbare lineare Differentialgleichungen, deren 
Ordnungszahl nieht grösser als zwölf, durch Wurzeln rationaler Funetionen 
befriedigt werden. Zu diesem Behufe führte ich (das. p. 114) den Begriff 
der Primform ein, und zeigte, dass der Grad der Primformen niedrigsten 
Grades in keinem Falle den zwölften überschreite. Zu den Zwecken 
meiner dortigen Abhandlung war eine Reduction der möglichen Gestalten 
dieser Primformen auf das veringste Mass nicht erforderlich. Ich be- 
schränkte mieh aus diesem (Grunde daselbst auf diejenigen Reduetionen 
dieser Formen, welche eine unmittelbare Folge des Begriffes derselben sind. 
und stellte dieselben in einer Tabelle (p. 126 das.) zusammen. 

Seitdem haben die Herren F. Klein und C. Jordan sich mit dem- 
selben Gegenstande beschäftigt. Insbesondere hat Herr Klein in einer Reihe 
von Abhandlungen, welche theils in den Sitzungsberiehten der physikalisch- 
medieinischen Soeietät zu Erlangen, theils in den Mathematischen Annalen 
enthalten sind, die Eigenschaften der algebraischen Gleiehungen, deren 
Wurzeln linearen Differentialgleiehungen zweiter Ordnung genügen, zum 
Gegenstande seiner Untersuchungen gemacht, und meine oben genannte 
Tabelle einer Reduetion unterworfen. 

In neuerer Zeit ist es auch Herrn Gordan gelungen (Mathem. Ann. 
Bd. 12 p. 147) die von mir in der Einleitung zu meiner oben genannten 
Abhandlung aufgestellte Aufgabe, die Formen zteu Grades zu bestimmen. 
deren Covarianten niedrigeren als »'*® Grades identisch verschwinden, für 
binäre Formen zu lösen, und zu zeigen, «dass dieselben mit meinen Prim- 
formen niedrigsten Grades zusammenfallen. 
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Bei Gelegenheit einer Note des Herrn P. Pepin (Comptes rendus de 
acad. des sc. de Paris Juni 1876) habe ich (das. Juli 1876) nachgewiesen, 
dass der Grad zwölf von den Primformen niedrigsten Grades auch wirklich 
erreicht wird. 

In dem Folgenden erlaube ich mir zu zeigen, wie eine consequente 
Ausführung der "Theorie der Primformen, bei welcher nicht bloss diejenigen 
niedrigsten Grades, sondern die @esammtheit derselben in Betracht gezogen 
wird, die natürliche Grundlage für alle auf die hier betrachteten Diffe- 
rentialgleichungen bezüglichen Fragen bildet. Es wird gezeigt, wie durch 
dieselbe nicht blos die in meiner oben genannten Abhandlung gefundenen 
tesultate auf die einfachste Weise erhalten werden, sondern auch die end- 
gültig möglichen Gestalten der Primformen niedrigsten Grades sich von 
selbst ergeben, und neue Eigenschaften der linearen Differentialgleichungen, 
denen die Wurzeln algebraischer Gleichungen genügen, so wie die Form 
dieser Gleichungen erkannt werden. 

Meine Abhandlung (Bd. 81 p. 97) erlaube ich mir im Folgenden, 
der häufig vorkommenden Citate wegen, zur Abkürzung mit (A.) zu be- 
zeichnen. 

1. | 

I. Der Grad m einer irreductiblen algebraischen Gleichung, deren 
Wurzeln einer Differentialgleichung 

I = Py (Gl. (B) in A. p. 102) 


genügen, ist eine gerade Zahl. 

Ist nämlich Z’ der Index des zu der Hesseschen Covariante einer 
Primform niedrigsten Grades N gehörigen redueirten Wurzelsystems, so 
besteht (A. p. 118) die Gleichung: 


m = 


Hl 


(2N—-4)L, 
woraus sich unsere Behauptung ergiebt. 

ll. Der Grad einer beliebigen Primform, ebenso wie der Index des 
sugehörigen redueirten Wurzelsystems ist ein Divisor des zur Differential- 
gleichung gehörigen Grades m. 

In der That sei » der Grad einer beliebigen Primform und / der 
Index des zugehörigen redueirten Wurzelsystemes, so ist (A. p. 113) 


m — nl. 
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III. Es sei y,. 9, ein beliebiges Fundamentalsystem von Integralen, 
C, ec, willkürliche Constanten, so ist die Anzahl der Glieder des redueirten 
m 
2 


Sind nämlich unter den Wurzeln der Gleichung, welcher e,y,-+2»,9: 


Wurzelsystems der Gleichung, welcher e,yı+ ©y, genügt, m oder 


eenügt, zwei solche, deren Quotient gleich einer Einheitswurzel j, so ist 
(nach dem Satze A. p. 112) j(e,y,+ ©; y;) eine Wurzel derselben Gleichung. 
Da diese Gleichung irreduetibel ist, so geht auf einem gewissen Were 
ec 9yı+ &9Y, in j(e,yı+cYy:) über. Es mögen nun auf demselben Wege yı.Y: 
eSp. in OYı tr Oı2Ya. Ca Yıt ad übergehen, So tolet: 
(Cut &0a = JC, 
(1.) 
| (6,0. + G0n = Je . 

Sollen diese Gleichungen für beliebige Werthe von e,, ©, bestehen. 

so ist nothwendig und hinreichend, dass: 


(2.) \&ı=0n=), 
i =, —h. 
Da aber (A. p. 105) 0,02 — 5%, = 1. so müsste j = 1. d. h. wegen 
der Irreduetibilität der Gleichung, welcher e,y, + &y genügt: 
(3.) j=-—l 


sein. Es ist demnach der Index des redueirten Wurzelsystems dieser Glei- 





chung entweder 1 oder 2, d.h. die Anzahl der Glieder des Systems m 
m 
oder 5 

Diese Anzahl stellt zu gleicher Zeit den grösstmöglichen Grad einer 
Primform dar, wir wollen diesen mit « bezeichnen. 

Die verschiedenen Werthe, welche y,. y; annehmen können. sind in 
der Form ouyı + &nY2, 21 Yı +@»Y, enthalten. Sind yY,. 7 bestimmte Con- 
stanten, so kann man auf unzählig viele verschiedene Arten e,. e, so wählen. 
dass die Gleichungen (1.) nur für die Werthe (2.) und (3.) bestehen können 
und dass die den verschiedenen Werthen von %,. 9, entsprechenden Glei- 
chungen: 

CGlı tClı = Yı 
CGtn+G0n = Yı 
nicht erfüllt werden. Die Primform «ten Grades, von der a yı +09, ein 


Linearfaetor ist, ist alsdann nieht dureh Y,9, +79; theilbar. Hieraus ergiebt 


sich, wenn wir, wie im Folgenden immer, Formen als identisch oder von 
.” 
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einander verschieden bezeichnen, je nachdem sie bis auf einen constanten 
Factor gleich sind oder nicht: 


m 

5» und es 
giebt unzählig viele von einander verschiedene Primformen dieses höchsten 
Grades. 


IV. Der höchste Grad u einer Primform ist m oder 


5) 


os 


I. Ist f eine Primform niedrigsten Grades N, H(f) ihre Hessesche 
Covariante, H’(f) die Hessesche Covariante von H(f), so ist eine Gleichung 


H(f}’ = yf’H’(f) (y constant) 
nicht möglich. 


Denn f und Hi(f) als Primformen können einen gemeinschaftlichen 
linearen Faetor nur haben, wenn sie identisch sind (A. p. 114, 8. IV.); 
bierzu wäre aber erforderlich, dass 

2N—4=N, d.h. N=4. 


Ist N von 4 verschieden, so müsste demnach, wenn die obige Glei- 
chung stattfände, H’(f) durch H(f)” theilbar sein, dieses ist aber nicht 
möglich, da der Grad der letzteren Form höher ist als der der ersteren. 

Ist N=4, so wähle man ein Fundamentalsystem y,, 9, von der Be- 
schaffenheit, dass y, ein Factor von f ist, alsdann hat f die Form 

f = day y+bayy +4ayıy +a,y). 
Hieraus ergiebt sich, dass 
H(f) = -l1iaiyi +. 

Da nun «, nicht verschwinden darf, weil f als Primform nicht durch 
y; theilbar ist, so folgt, dass H(f}) nieht dureh 9, theilbar, also von f ver- 
schieden ist. Demnach ist der Satz auch für diesen Fall bewiesen. 

Es sei nun F eine Primform uten Grades, welche mit keiner der 


Formen f, Hif), H’(f) einen gemeinschaftlichen Linearfactor hat — nach 
S. IV voriger Nr. giebt es unzählig viele derartige Formen — so kann 


man nach 8. I eine Constante 4 so bestimmen, dass 
po= Hf’—if H(f} 
dureh einen Linearfactor von F theilbar wird, ohne dass g identisch ver- 
schwindet. 
Da Hif),. Hif) homogene Functionen der Coeffieienten von f, resp. 


2 2 
des zweiten und vierten Grades sind, so bleibt der Quotient ii “ unver- 
: } 
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ändert, wenn f in jf übergeht. Dieser Quotient bleibt also für jeden Weg 
der Variabeln z unverändert, er ist also eine rationale Funetion von 2. 
Hieraus ergiebt sich aber, dass g gleich ist der Wurzel einer rationalen 
Funetion und nach (A. p. 115, S. VI) durch F theilbar ist. Man erhält 
daher den Satz: 
II. Ist u der höchste und N der niedrigste Grad einer Primform, so muss 
u 6N—12 
sein. 
Es sei L der Index eines reducirten Wurzelsystems von der kleinsten 
Anzahl N, so ist (A. p. 115) 
m = NL. 
Es ist demnach nach S. II dieser Nummer und S. IV voriger Nummer 
1) entweder 
NL<=Z6N-—-12, (u=m), 
2) oder 
_ 7 m 
NL<12N-2%4, (u= 7), 


also 
m 


m 
Dieses ist der Fundamentalsatz unserer Abhandlung in Bd. 81 dieses 
Journals (p. 122 daselbst). 
Die gegenwärtige von der dortigen verschiedene Herleitung des- 


lIl. Je nachdem u=m oder u= ist L<6 oder L< 12. 


selben zeichnet sich vor jener dadurch aus, dass sie ohne Anwendung 
anderer Hülfsmittel als der Entwickelung des Primformenbegrifts sich ergiebt. 

IV. Ist eine Form g gleich der Wurzel einer rationalen Function, 
so sind . 

| ‘ 
= und —. | 
rationale Functionen. 

Da nämlich die verschiedenen Werthe, welehe g annimmt, die Form 
jg haben, wo j eine Einheitswurzel bedeutet, so sind die verschiedenen 
Werthe von H(g), H’(g) resp. der Form j’H(g), j’H’(g) (A. p. 106), woraus 
die Richtigkeit des Satzes hervorgeht. | 

V. Der Index des reducirten Wurzelsystems einer beliebigen irre- 
ductiblen Gleichung, deren Wurzeln der Differentialgleichung genügen, ist eine 
gerade Zahl. 

Zunächst ist ersichtlich, dass der Index eines jeden redueirten Wurzel- 


systems eine gerade Zahl ist, wenn dieses für ein einziges System feststeht. 
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Denn es gehöre ein Integral y, zu einem beliebigen Wurzelsystem. 
dessen Index 2/ eine gerade Zahl ist, und es werde eine primitive 2/te Wurzel 
der Einheit mit j bezeichnet. Es giebt alsdann (A. p. 108 und 109) ein 
zweites Integral y,. welches mit y, ein Fundamentalsystem bildet und nach 
Vollziehung desselben Umlaufes, auf welchem y, in y,j übergeht, sich in 
9,5 ' verwandelt. Eine /-malige Wiederholung desselben Umlaufes führt 
aber y, und 9, gleichzeitig resp. in —y, und —y, über. Auf demselben 
Wege muss demnach jedes Integral, als lineare homogene Function von 
Yı, Y2, Seinen entgegengesetzten Werth erhalten. Eine irreductible Gleichung 
muss aber die sämmtlichen Werthe, die eine Wurzel derselben annimmt. 
als Wurzeln enthalten. Hieraus folgt, dass wenn die Wurzeln irgend einer 
irreduetiblen Gleichung der Differentialgleichung genügen, dieselben zu je 
zweien einander gleich und entgegengesetzt sind, d. h. dass der Index des 
redueirten Wurzelsystems dieser Gleichung eine gerade Zahl ist (A. p. 113). 

Ist » die Anzahl der Glieder eines redueirten Wurzelsystems, / der 
Index desselben, so ergiebt die Gleichung m =»! nach S. I No.1, dass, 
wenn eine der beiden Zahlen », / ungerade, die andere gerade sein müsse. 
Wenn demnach 7 für jedes redueirte Wurzelsystem eine ungerade Zahl 
wäre, so müsste der Grad jeder Primform, also nach (A. p. 115 8. V) der 
(rad jeder Form, welche gleich der Wurzel einer rationalen Function ist. 
eine gerade Zahl sein. In der Gleichung, welcher das redueirte Wurzel- 
system mit dem Index / genügt, sind (A. p. 99) die Exponenten der Unbe- 
kannten y durch 7 theilbar. Der Coefficient a,_, von 3y"””" ist eine rationale 
Funetion von z und durch eine Form äten Grades darstellbar. Demnach 
ist @,_,= 0, wenn nicht ö eine gerade Zahl! Die Gleichung enthielte also 
nur solche Potenzen von y, deren Exponenten durch 2/7 theilbar wären, 
d.h. (A. p. 111) der Index des redueirten Wurzelsystems wäre nicht / 
sondern 21. 

Demnach muss mindestens ein redueirtes Wurzelsystem, folglich nach 
dem eben bewiesenen Hülfssatz jedes redueirte Wurzelsystem einen gerad- 
zahligen Index besitzen. 


... 
ww 
. 


Aus der Gleichung 
( 1.3 m = NL — (2 N—4\ L 


tolgt, dass 


LN : \ i ; 
og Eine ganze Zahl ist. Setzen wiı 
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so ist 
3) ng = E=4lro). 
Demnach ist ge eine ganze Zahl. 
Nach Satz V voriger No. ist Z’ eine gerade Zahl, also 
(4) L+e=0 (mod. 4). 


Da nach S. III und S. V voriger No. ZL eine gerade Zahl und kleiner als 
12 ist, so ergiebt die Bedingung, dass o eine ganze Zahl ist, welche der 
Congruenz (4.) genügt. 
fir N>4 

folgende Combinationen 

L=6. Noß 

L=8, N=6 

b=W N=132. 
Die Combination L=6, N=S8 liefert 

m—= 48 


und nach S. III voriger No. 

u = 24. 
Nach S. II No. 1 wäre demnach der Grad einer beliebigen Primform im 
gegenwärtigen Falle eine der Zahlen 8, 12, 24, also stets durch 4 theilbar. 
Da jede Form %(y,, 9), welche gleich der Wurzel einer rationalen Function, 
(A. p. 115) sich in ein Produkt von Primformen zerlegen lässt. so ist der 
(rad derselben durch 4 theilbar. 

Es sei nunmehr y ein Linearfaetor einer Primform f achten Grades, 
so genügt y einer Gleichung 48ten Grades, in welcher die Exponenten der 
Potenzen der Unbekannten durch 6 theilbar sind, weil der Index des re- 
dueirten Wurzelsystems dieser Gleichung gleich 6 angenommen worden. 
Da sich aber andererseits die Coeffieienten der Potenzen der Unbekannten 
als ganze homogene Functionen g(y,,9,) von Y,, 9, darstellen lassen und 
diese rationale Funetionen von z sind, so folgt aus dem eben Bewiesenen, 
dass nur die Coetfieienten derjenigen Potenzen von Null verschieden sein 
können, deren Exponenten durch 4 theilbar sind. Demnach genügt y einer 


Gleichung 48ten Grades, in welcher die Exponenten der Potenzen der Un- 
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bekannten durch 12 theilbar sind. Da aber die Anzahl der Glieder des 
redueirten Wurzelsystems dieser Gleichung gleich 4 wäre, so ergäbe sich, 
dass schon eine Form vierten Grades gleich der Wurzel einer rationalen 
Funetion wäre, gegen die Voraussetzung. 

Demnach ist die Combination L=6, N=8 auszuschliessen. Es ver- 
bleiben demnach für N>4 die Combinationen 
L=8 :N=6; 
L=10, N=12. 


fi N 


’ | 
Le 5 
\ j 


4. 
Für die Combination Z=8, N=6 hat eine Primform niedrigsten 
Grades (A. p. 125) die Gestalt 


f = aYyıYy2 + a; Yı 9a, 
wo %,, 9%. ein Fundamentalsystem von Integralen ist, welehe auf demselben 
Wege resp. in Y,j, 9%jJ übergehen, wenn j eine primitive achte Wurzel 
der Einheit bedeutet. (A. p. 123). 
Da y,, y, mit beliebigen eonstanten Factoren multiplieirt werden 
können, so ist 
ir L=86 N=6 
1) f =yıyHtyıy: 
eine Primform niedrigsten Grades. 
Für die Combination L=10, N=12 hat die Primform niedrigsten 
Grades (A. p. 125) die Form 


# 


f > a,yı 9:4 Ay Y2 + A Yıya. 
wo Y,, 9, ein Fundamentalsystem von Integralen bilden, welche auf dem- 
selben Wege resp. in 9,j, 9) ' übergehen, wenn j eine primitive zehnte 
Wurzel der Einheit ist. 
Damit die Covarlante 

it DR.» RE ee ARBRER. DE 

ey, 9 0y,0y, Oy.oy, 
als Form achtem Grades (5. A. p. 98) identisch verschwinde, ist erforder- 
lich, dass 


es 


a,+ ll’a,a,, = U). 


Da überdiess y,. 9, mit beliebigen eonstanten Factoren multiplieirt werden 
können, so ist für 
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L — 10, N — 12 


2) fe = yı „+ l1lyiy—yıyı 
eine Primform niedrigsten Grades *). | 
Die Formen (1.) und (2.) besitzen die Eigenschaft: 
(3.) H’(f5) = Const. f}, 
(4.) H'(f.) = Uonst. fir. 


.). 
It N >4, so ist nach Gleichung (5.) No.3. L=38 oder 10, also 


nach 8. Ill. No. 2. u = 5 » Man hat demnach 


a) für die Combination L= 8 N= 6.m= 48 u=24. 
b, für die Combination L = 10. N = 12. m = 120, u = 6. 


Im Falle a) könnte demnach nach 8. Il. No. 1 der Grad n einer 
Primform nur eine der Zahlen »=6, 8, 12, 16. 24 sein. Da aber nach 
S.V. No. 2 das zu jedem » gehörige / eine gerade Zahl sein muss. so ist 
» = 16 auszuschliessen, dessen zugehöriges / den Werth 3 hätte. 

Im Falle 5) kann der Grad einer Primform nur durch eine der 
Zahlen » = 12, 15. 20, 24, 30, 40, 60 dargestellt werden. Hiervon sind 
die Zahlen = 24, n = 40 auszuschliessen, weil denselben resp. die un- 
gradzahligen Werthe /=5, !=3 entsprechen würden. Gäbe es eine Prim- 
form p vom 1öten Grade, so wäre H(iy) vom Grade 26. Diese Form müsste 
nach (A. p. 115) sich ın ein Produet von Primformen niedrigeren als 
26s'e0 (Frades zerlegen lassen, was nieht möglich ist. 

Man erhält also den Satz: 

Für N=6, L=8 ist der Grad einer Primform durch eine der Zahlen 
6. 8, 12, 24: für N= 12, L= 10 durch eine der Zahlen 12, 20, 30, 60 
bestimmt. 

b. 

Es seien v und x zwei beliebige Formen nten (Grades des Funda- 

mentalsystems, so folgt aus den Gleichungen: 


*) Diese beiden Formen (1.) und (2.) stimmen bis auf constante Factoren mit 
denjenigen überein, auf welche Herr Klein die Tabelle in meiner Abhandlung p. 126 
reducirt hat. 
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et v. nt v=X, 
und unter Berücksichtigung von (A. p. 104 Gl. (2.)) 
(1.) ey + = (ya X), 


wo C eine Uonstante bedeutet. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist durch y; theilbar. 

Sind y und x Wurzeln rationaler Functionen, so ist auch gw —y'w 
Wurzel einer rationalen Funetion. Man erhält demnach den Satz: 

l. Sind w und x Formen desselben Grades und jede gleich der Wurzel 
einer rationalen Function, so ist auch die Form 
G(y,x)= (x = u ji °% \ 

Y, \ oy, oy, / 
gleich der Wurzel einer rationalen Function. 

Ist das eine Glied y, des Fundamentalsystems y,. 9%, Linearfaetor 
einer Primform f niedrigsten Grades N und 9 = yi "wi(yi) (s. A. p. 123), 
so ist eine beliebige von f verschiedene Primform g nieht durch y, theilbar 
(A. p. 114 8. IV.), dieselbe enthält demnach das von y, unabhängige Glied. 
Hieraus folgt aber wie in (A. p. 123 Gl. (4.) No. 18), dass g die Form hat 

2) 9 = y.yptay, 
wo n den Grad von , und , eine Form (»— 4 L)ten Grades bedeutet. 

Es seien nunmehr w und % zwei Primformen »ten Grades, welche 
sowohl unter einander als auch von f verschieden sind, so ist zw’—z'w, also 
auch die Form @(w, x) von Null verschieden. Nach 8.1. ist dieselbe gleich 
der Wurzel einer rationalen Funetion, nach Gleichung (2.) ist sie durch 
y}' theilbar, folglich ist diese Form (A. p. 115 8. V1.) dureh f°”" theilbar. 
Der Quotient ist entweder eine Uonstante, oder als Wurzel einer rationalen 
Funetion mindestens vom Nten Grade. Es ist also entweder 

(3) »a=4NL—-14N+] 


oder 


Für den Fall 
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wäre demnach entweder 

n=10 oder n=13. 
Für den Fall 

&) N=12 L=10 
wäre entweder 

n=25 oder n 31. 

Nach dem Matze voriger Nummer giebt es also für den Fall (a.\ 
nur je eine Primform $ter und 12ten Grades, für den Fall (b.) nur je eine 
des 20sten und 30sten Grades. 

Es giebt aber überdiess ausser f nicht noch eine Primform f’ Nten 
Grades, da sonst nach 8.1. @(f,f) eine Form (2N—2hten Grades wäre, 
welche gleich der Wurzel einer rationalen Function. Aber für N=6 giebt 
es keine solehe Form 10ten, und für N = 12 keine solche 225ten Grades, weil 
diese weder Primformen sind noch sieh in Produete aus den Primformen 
verwandeln lassen. 

Man erhält also den Satz: 


Il. Ist n<Z u, so giebt es nicht zwei verschiedene Primformen n'" Grades. 


‚ 
I. Das Quadrat der Primform f,, und die Primform H(f,) sind rationale 


Functionen von 2. 


: EEE ’ it H’if ) 
Nach 8. IV. No.2 ist nämlich ze 


ist H°(f,) = Const.f;, woraus sich ergiebt, dass f. also auch nach 8. IV. 
No. 2 H(f,) rational ist. 


rational. Nach No. 4 Gl. (3. 


Bezeichnen wir mit H(f,) die von ihrem numerischen Factor befreite 

Hessesche Covariante von f;. 80 ist 
(1) Hifi) = yı-1lyiyi+y. 
Damit die Form 
(2) y= Hf)’+Af (4 constant) 

durch das Quadrat eines Ausdruckes «,y,+@,y, theilbar werde, muss der 
letztere Ausdruck ein Linearfactor der Form: 
OH(f,) 


cy, 


4H(f) = Sf, 


Y, 

d.h. der Form 
(3.) (an = y—y)(yı+Bdyıy +) 
sein. 
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Ist @&,y1+@,y, ein Linearfactor von Y, und wird A so bestimmt, dass 
y durch (&,y,—+0%y,)' theilbar wird, so ist (A. p. 115 8. VL) w durch das 
(Juadrat derjenigen Primform theilbar, wovon a,y, + @,y, ein Linearfactor ist, 
da w nach 8. I. eine rationale Function von 3 ist. Demnach müssen sämmtliche 
Linearfaetoren von x, also x selber Faetoren von g„ sein. Die Primform % 
ist aber von f verschieden, weil 9, nicht durch y, theilbar ist, und von H(fi) 
verschieden, weil sonst x auch Divisor von f, sein müsste (nach Gl. (2.)). 
Die Primform % ist also 12ten Grades, und demnach mit g, identisch. 

Es ist also w=gn. Setzt man diesen Werth in Gl. (2.) und be- 
stimmt die Constante A durch Vergleichung der Coefficienten auf beiden 
Seiten, so erhält man 


(4) 9% = Hifi’ +108F, 


Il. Es ist also g, die Primform 12!" Grades, und ihr Quadrat eine 
rationale Function von 2. 
Ill. Die Primform f und die Primform H(f,,) sind rationale Func- 
tionen von 2 
In der That ist (Gl. (4) No.4) H?(f,,) = Const. f},, und nach 8. IV. 
9 HC.) 
"i. 725 


rationale Funetionen. 


No. rational, also auch f,, und nach demselben Satze Hifi) 


Bezeichnen wir wieder mit H(f,) die vom numerischen Factor be- 
treite Form Hi(fi2), so ist 
5.)  Hif.) = yı —228yı y:+494yı' ya’ + 228y1 yo + y2» 
Setzen wir 
6.) u = Mt )(yı +922y, y — 1000611’ y2' — 522} ya + y2)). 


so ergiebt sich, wie oben, dass g,, eine Primform, und die Gleichung 


(7) Yu = H(f.)’+1728f}., also: 
IV. Die Form g;, ist die Primform 30°" Grades, und ihr Quadrat eine 
rationale Function von 2. 
Unter Zuhülfenahme des Satzes II. No. 6 und des Satzes in No.5 er- 
giebt sich also: 
V. Es giebt 
für N=6 L=S ausser fi, H(fi), %. und den in unendlicher Anzahl vorhan- 


denen Primformen 24° Grades, 








In 


N 
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und für N=12 L= 10 ausser fi, Hifi). $,, und den in unendlicher Anzahl 
vorhandenen Primformen 60%” Grades keine anderen Primformen. 
VI. Für N=6 L=8 ist jede Primform F 24°" Grades in der Form 
8) Du = vHif)’+äft, 
für N=12 L=10 ist jede Primform F 60" Grades in der Form 
(#.) Du = vH(f)+Afı 


enthalten, und umgekehrt sind P;,, P., Primformen 24°'” resp. 60%" Grades, 


| [ , = 
wenn nicht A—=V oder r = () oder resp. = 108, — = 1128. 
v i 


Man darf in der That nur » und A so bestimmen, dass D,, resp. &$,, 
durch einen Linearfactor von F theilbar wird. Diese Formen sind alsdann 
(A. p. 115 5. VI.) dureh F theilbar. Der Quotient ist eine von Null ver- 
schiedene Constante, weil die genannten Formen mit F von gleichem Grade 
sind und nur für A=rv = 0 identisch verschwinden können. Der zweite Theil 
des Satzes folgt daraus, dass, wenn nicht = 0 oder v=0, $,, resp. P, 


weder durch f noch dureh H{f) theilbar sein kann, und resp. durch 9, 


- 


. . 1. I . "ao 2. 
und %,, nur theilbar ist für — = 108 resp. — = 1128. Da also die 


Formen 2;,,, P,, ausser in diesen Fällen nicht in Primformen niedrigeren 
(srades zerlegbar sind, so sind sie selber Primformen. 

Sind F.. FR,, F, drei Primformen «!*? Grades, so folet aus ihrer Dar- 
stellung dureh G]. (8.) resp. (8°) der Satz: 

VII. Die sämmtlichen Primformen u”" Grades sind rationale Functionen. 
Zwischen je drei derselben findet eine lineare homogene Relation mil con- 
stanten Coefficienten statt. 


O. 
Es sei 
(1.) fs = y\?®), 
wo x(z) die Quadratwurzel einer rationalen Function von z, so ergiebt sich 
aus (A. p. 128 Gl. (8.)) 


7 » Y dloger(z) ; \ > d’log; \ S) on ) 
(2) Hf)=(C ( en 4 ) +6 -. —36P |4(2) = | 


- \ 
Ce | 
Fe “ 


wo C eine ÜUonstante. 
Die mit noch zu bestimmenden Constanten zu multiplieirenden Linear- 
faetoren von f, genügen einer Gleichung 48ste" Grrades 


(A) Mrny"+py" +py" +tpy" +PpyV + I. 
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Wir wollen die Coefficienten dieser Gleichung als ganze homogene 
Functionen der rationalen Functionen x(z)' und z,(z3) darstellen. 

Es seien o, @,. P, Pr. Y. Yı noch zu bestimmende Constanten, 9 
eine primitive 4° Wurzel der negativen Einheit, so sind die $ten Potenzen 
der Wurzeln der Gl. (A.) 


yı. a2, Pyny)". Pyıtny)". y(yı—iny)", yılyıt ing)“. 
Die Goeffieienten p,, p>, ».. sind Formen, welche gleich rationalen 
Functionen von z sind. Der Coeffieient p als der negative Werth der 
Summe der $ten Potenzen der Wurzeln ist eine Form $tev Grades, demnach eine 
Primform, weil p, nicht verschwinden kann, ohne dass auch « verschwindet, 
was nicht möglich ist. Nach 5. V. voriger Nummer ist also 
3) p = 4Hf). 
wo 4, eine ('onstante. Durch Vergleichung der beiderseitigen Coeffieienten 
ergiebt sich 
u=0a Au=ß=y=y=T, M=ie 
Wählen wir «= 16, so dass Y2.y, der Gleichung (A.) genügt, so sind die 
achten Potenzen der Wurzeln derselben: 
(o.) 16, 16, mny), (Yytny). (M-iny). (yıtiny) 
und 
= 
Bezeichnet man mit s, die 4t° Potenzsumme der Grössen (w.), so Ist s, 
eine Form 8Aten (Grades, welche gleich einer rationalen Funetion. Zerlegt 
man diese Form, unter Berücksichtigung der Gleichung (4.) in No. 7 
und der Sätze V. und VI. derselben Nummer, in Primformen, so ergiebt sich 
folgende Gestalt derselben: 
$; = 4,H’, 
” = „H’+wf‘, 
j* = 4,H’+u,f*H, 
\5 = 4H’+«,f’H‘, 
wo H und f zur Abkürzung für Hifi) resp. f, gesetzt ist. 
Die Grössen 2 und « werden durch Vergleichung der Üoeffieienten 
auf beiden Seiten dieser Gleichungen bestimmt. 
Mit Hültfe der Gleiehungen (4.) werden alsdann die Coefficienten 
P2. Ps, Pr, ps berechnet, während p, als Produet der Grössen (w.) die 





l 


FE EAU 
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Form hat: 
(D.) Ps = kfe- 
Die Vergleichung zweier Coefficienten auf beiden Seiten liefert 
= 16°. 

Man erhält demnach 

91 =-20%4, p= lOı, 

(6.) In —= — 1004, —14.30887*, p, = 65%: — 40.4247, %°. 
'p = —-164-124841%, 9 = 16°%", 


wo %, x%, zur Abkürzung für 4(z) resp. z7,(2) gesetzt ist. 


or 
> 
d. 
Es sei wiederum 
27 fr = X\3), 
wo x(z) eine rationale Funetion von z, so ergiebt sich aus (A. p. 128 Gl. (8.)) 
— ‚[/ dlogz(z) \’ d’logy(z) 
2) Alf) = e[( Er) 4120) _ ep] ya) = x. 
dz dz u m 
Die mit bestimmten Constanten multiplieirten Linearfaetoren von f, genügen 
einer Gleichung 120°!en Grades, welche nur solehe Potenzen der Unbekannten 
enthält, deren Exponenten durch zehn theilbar. 
jezeichnet man also die beiden Wurzeln der Gleichung 
3) z+1lle-—1l = 0 
mit 2°, q, ferner mit 7 eine primitive fünfte Wurzel der Einheit, endlich 
die zehnten Potenzen der Glieder des redueirten Wurzelsystems der Glei- 
chung mit 


10 10 


ey, My, Ayı-pamyp), AYyı=qamm), k=V0, 1, 2,3, 4, 

so ergiebt die Bedingung, dass die Summe dieser Grössen als eine Form 
zehnten Grades, welche gleich einer rationalen Function, (in Folge der 
Voraussetzung N = 12) identisch verschwinden muss, 

= = Ash = Teer :Ot, 
ei he ee pP 
Bee 
Demnach sind die zehnten Potenzen der Wurzeln der Gleichung, welcher 
v5 yı genügt: 


0, 


(wo) 2Bdydy, dvd, -gm—npy)", Piy—ntay)", k=0,1, 2,3, 4 
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und diese Gleichung lautet: 


1 


Br + oo try HR y" pn = 0. 

Bezeichnet man wieder mit s, die At Potenzsumme der Grössen 
(».), und zerlegt die Formen 10 Akten Grades in Primformen, so ergiebt sich 
unter Zuhülfenahme der Sätze II.. IV., V. in No. 7 eine Darstellung der- 
selben als ganze homogene Functionen von fi. Hifi). P. in welcher die 
Coeffieienten durch Vergleichung gleich hoher Potenzen von y, auf beiden 
Seiten bestimmt werden. Aus den Potenzsummen ergeben sich alsdann 
folgende Werthe der Coefficienten p als ganze homogene Functionen von 
x\2). Xı(2). und von 

f(2) = Yxı(3)’-+ 1728%(2)’: 
p=: Beh, Au, Pp=hıdıh 
(4, Pu tkX, Pr=hXkib, Ps > Arırtiakır. 
| m = hnptmgP Du = Aurit kurz", 
\Pı = InXıp+ UAX X: f, Pr >= 3 
wo %, /ı, g zur Abkürzung für resp. z(2). Zı(2). (3) gesetzt ist. und 
WON 2, Zur 2. Ayy Ar en Ho ... Vollständig bestimmte numerische 
(Grössen sind. 

Natürlich könnte man auch die Formen (4.) der Coeffieienten p 
direet aus der Zerlegung derselben in Primformen, unter Zuhülfenahme der 
Sätze IL, IV... V. in No. 7 aufstellen. und die Unbekannten %,. 4, « durch 
Vergleichung gleich hoher Potenzen von y, auf beiden Seiten bestimmen. 
Allein es erleichtert wesentlich die Rechnung, die Coefficienten p durch Ver- 
mittlung der Potenzsummen s, herzuleiten. Dieselbe Bemerkung ist auch 
bei den analogen (Grleiehungen (6.) voriger Nummer zu machen. 

Die Form für p, ergiebt sich daraus, dass dieser Coefficient das 
Produet der Grössen (w.) sein muss. 

Da die Grössen p rationale Funetionen von z sind und L= 10, so 
ergiebt sieh aus den Gleichungen (4.) ausserdem: 


Die Primform y,, ist eine rationale Function. 


10. 
Es sei a ein singulärer Punkt der Differentialgleichung 
d’y 


> 
FR Py, 
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7, 7» ein Fundamentalsystem von Integralen, welche resp. den Wurzeln 
r, 1—r der zugehörigen determinirenden Fundamentalgleichung entsprechen, 
wobei wir voraussetzen wollen, dass r die kleinere der beiden Wurzeln 
ist, was erlaubt ist, weil dieselben verschieden sein müssen (s. m. Abh. 


Bd. 66. No.6). Es sei alsdann 
(1.) Yı ur 7ı mto, Ns Y: -Yıfı Tr In. 


Substituirt man diese Werthe für y,. 9, in eine Primform »ter Grades, 
so kann zweierlei eintreten. Entweder ist der Coetfieient von 77 Null oder 
nicht. Im ersteren Falle ist der Coefficient von 7? "m, jedenfalls von Null 
verschieden, weil f als Primform nieht durch 7, theilbar sein kann. Hieraus 
ergiebt sich der Satz: 

I. Eine Primform f n‘®" Grades hat in der Umgebung eines singulären 


Punktes a entweder die Form 


(2. f = (2-a"g(3 
oder 
2) fe Tr ,ola 


wo p(z) Wurzel einer rationalen Function ist, welche für z= a weder Null 
noch unendlich ist. 
r \ ni 
Wenn weder f noch H(f) die Form (2".) hat, so kann —- so be- 


stimmt werden, dass die Form #,,, resp. $#, durch 7, theilbar wird. Es 
sieht also eine Primform der Gestalt (2°.). Andererseits sind nach (A. p. 114 
S. IV.) nieht zwei verschiedene Primformen gleichzeitig durch 7, theilbar. 
Ks ergiebt sich also: 

Il. Von der Gesammtheit der Primformen hat eine die Gestalt \2°.), 
die übrigen die Gestalt 2... 

Ist f eine Primform niedrigsten Grades N, so ist nach No. 7 

a\ für N=6, f, rational, also 

entweder 12r oder 8r eine ganze Zahl, 
also weil 4= 8, unter Berücksichtigung von A. p. 135 Gl. (5.)) der Nenner 
von r eine der Zahlen 
e) 3:0 
b) für N= 12 ist f,, rational, also 


entweder 12r oder 10r eine ganze Zahl, 


Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heftl. 3 








18 Fuchs, lineare Differentialgleichungen 2. Ordn. mit algebraischen Integralen. 
























demnach, weil L= 10, der Nenner von r eine der Zahlen 
PB) 4,28 4,5.6;:10. 


Fasst man beides zusammen. so erhält man den Satz: 





Ill. Die Nenner der Wurzeln der zu den verschiedenen singulären 
Punkten gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen haben für N=6 
einen der Zahlenwerthe («.), für N=12 einen der Zahlenwerthe (ß.). 

Aus dem Satze l. ergiebt sich übrigens folgende Gestalt einer Prim- 
form nten Grades als Funetion von z: 

3. f(2) = v(2)(s-a)" tax (3 a) et 


wenn man mit @,, @,, ... die singulären Punkte, r,, r,,.... resp. die jedesmal 
kleinere der beiden Wurzeln der zugehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichungen, mit &, &, ... Zahlen, welche entweder den Werth Null oder 
Eins haben, endlich mit w/z) eine ganze rationale Function bezeichnet, 
welche für keinen der singulären Punkte verschwindet. 


Er 
Wir betrachten jetzt den Fall 
N=4, 
Nach 8. II. No. 2 ist in diesem Falle 
& 1% 
also nach 8. IV. No. 1 
2. m — 24, 


folglich ist in Uebereinstimmung mit (A. p. 125) 
3). L>6 
Es sei 
a) L<Z3, so wird nach (A. p. 135 Gl. (5.) und p. 138 No. 26) die 
Differentialgleichung durch die Wurzel einer rationalen Function befriedigt. 
b) L=4 ist aus dem (A. p. 125) angegebenen Grunde auszuschliessen. 
ce) L=5 kann nicht statthaben, weil in diesem Falle die Primform 
4ten Grades durch y; oder y, theilbar sein müsste. 
dA L=3 oder 6. 
Ist j eine primitive dritte oder sechste Wurzel der Einheit und sind 
4. 9 ein Fundamentalsystem von Integralen, welche auf einem gewissen 
1 


Wege gleichzeitig in yıj, 9.5” resp. übergehen, so ergiebt sich, dass eine 
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Primform vierten Grades eine der beiden Gestalten hat 
(e.) MWyitazyıya. PB. a9y9%: + a, y). 

Da die erstere durch y,, die zweite durch 9, theilbar ist, so folgt 
aus (A. p. 114 S. IV.), dass wenn erst a,, a,, a,, a, fixirt sind, jede Prim- 
form vierten Grades mit einer der beiden Formen («.) oder (?.) überein- 
stimmt. Wir fixiren „=1. a,=1, was erlaubt ist, da Y,, 9, mit beliebigen 
eonstanten Faetoren multiplieirt werden dürfen. Es wird dann die Form («.) 

4) = yıtyıy. 
Nun ist 
(9.) Hf) = I dyy — 3). 
Nehmen wir als Form (?.) 
6) Hf = yiyn—yi, 
so sind f, und H(f.) die einzigen Primformen vierten ‚Grades. Es Ist dem- 
nach die Hessesche Covariante von f, von dieser Form verschieden. 

Aus dem Satze V. No. 2 ergiebt sich aber, dass der Index jedes 
redueirten Wurzelsystems, also auch L eine gerade Zahl sein muss. 

Wir erhalten also den >atz: 

I. Für N=4 ist L=6, und es sind f, und H(f,) die einzigen Prim- 
formen vierten Grades. 

Es ergiebt sich 

7) Bf) = - 9.282 f. 
Demnach folgert man aus dem Satze IV. No. 2: 
Il. fi und Hf, ° sind rationale Functionen von 2. 
Bestimmt man A so, dass 


v= —H(if)+Af: 


dureh einen Linearfaetor der Form 





N 1 vr ' 7 4 ’>H n j 6 < 6 
5) =, [Bun 2-2] = 8 20yiyi-y! 


oY, oY, 
theilbar wird, so wird w aus demselben Grunde wie in No. 7 in den ähn- 
liehen Fällen durch 9; theilbar. Es ergiebt sich 
/ \ 2 7 \3 > 3 
(9.) fi un Er Hif, - 64f, . 


Da eine Form sechsten Grades nieht Wurzel einer rationalen Funetion 


sein kann, ohne Primform zu sein (weil N=4), so ist p, eine Primform. 
a” 
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Nach No. 6 Gl. (3.) und (3°) giebt es nicht zwei verschiedene Prim- 
formen sechsten Grades. 
Die Form 
10) F= vH(fi)’+ißR 
ist eine Primform für jedes Werthsystem der Constanten A und v, ausser 
für v»=0 oder A=0, oder v=—1, 4=64. Umgekehrt ist jede Primform 


.. * % ® \ / ) 
F zwölften Grades in der Form (10.) enthalten. Denn man kann — 80 


bestimmen, dass die rechte Seite der Gleichung (10.) durch einen Linear- 
factor von F, also (A. p. 114 8. IV.) durch F theilbar wird. Der Quotient 
ist eine Constante, welche nicht verschwindet, weil f, und H{f,) von ein- 
ander verschieden sind. Fasst man das Vorhergehende zusammen, so folgt: 

Ill. Für N=4 giebt es nur die Primformen f,, H(f,). ps und die in 
unendlicher Anzahl vorhandenen Primformen zwölften Grades. Die letzteren 
sind sämmtlich durch die Gleichung (10.) dargestellt. 

Es ergiebt sich aus der Gleichung (10.) ebenso wie in No.7, dass 
zwischen je drei Primformen zwölften Grades eine lineare homogene Relation 
mit constanten Coefficienten stattfindet. 


12. 

Die Linearfaetoren von fi mit bestimmten Constanten multiplieirt, 
genügen einer Gleichung 24°? Grades, welche nur sechste Potenzen der Un- 
bekannten enthält. 

Die sechsten Potenzen der Glieder des reducirten Wurzelsystems 
derselben seien 

ayı, Piyıtya). r'yıtpy), Iyıtp ya)", 
wo p eine primitive dritte Wurzel der Einheit bedeutet. Es ergiebt sich, 
dass die Summe dieser Grössen nicht Null sein darf, weil hierzu die un- 
mögliche Bedingung @«=U0 zu erfüllen wäre Diese Summe als Form 
sechsten (Grades, welche gleich einer rationalen Function, ist demnach gleich 
g, multiplieirt mit einer Constanten. Hieraus’ folgt 


P=y=0d=—;%40a, und die Summe gleich Ja g.. 
Wählen wir «= —27, so ist das redueirte Wurzelsystem der Gleichung, 


v 7 wi .. 
welcher y—27.y, genügt: 





27.9, tm). (ytpyp). (yıtp’y.). 


w. Y 
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Es sei wiederum 
g? f = x{s), 
wo x(z) die Kubikwurzel einer rationalen Function, und 
2,0 dlogy(z)\” ,„, d’logy(z) Zu ' 
(2) H(f)= c|( za > )+4 Fr -16P |z(z = y,(5), 
so können wir die Coeffieienten der Gleichung 


24 ı 


)  Wtrmytpytpytp =, 
welcher die Grössen (w».) genügen. tolgendermaassen als ganze homogene 
Functionen von x(z), 2,2) und 
3) 92) = Y-2z.(2)’+64% (2) 

darstellen. 

3ezeiehnen wir nämlich wieder mit s, die 4° Potenzsumme der sechsten 
Potenzen der Grössen (w.), so ergiebt die Zerlegung der Form s, in Prim- 
formen ihre Darstellung als ganze homogene Funetion von f,. Hif,) und .. 
Die Unbekannten ergeben sich wieder durch Vergleichung „leich hoher 
Potenzen von y, auf beiden Seiten. Auf diesem Wege erhalten wi 


4 Is, = —-39, = —-3yı+ 1325), 
,= 371% — 2460y’y, .,= 31 — 6216747 -a514447). 





wo zur Abkürzung z, %, 9 für z(2), 212). 9,3) resp. gesetzt ist. 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt. dass 4, eine rationale 
Function von 2 ist. 

Aus den Gleichungen (4.) ergeben sich die Werthe der Coetficienten 
der Gleiehung (C.) 

5.) p=3gy, m=-3gi-I&%, pB=-zYy+1llyg, p=-2ty. 
Die letztere dieser Gleichungen ergiebt sich auch unmittelbar daraus, dass 
p; gleich dem Produete der sechsten Potenzen der Grössen (w.) ist. 

Aus dem Satze I. No.10 und aus (A. p. 135 Gl. (5.)) ergiebt sich: 
Die Nenner der Wurzeln der zu den verschiedenen singulären Punkten 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen fallen für N = 4 mit einer 


der Zahlen 
1, 2, 3,4, 6 
zusammen. 
Dieser Satz, zusammen mit Satz III. No. 10 liefern den Satz (A. p. 155) 


mit der näheren Bestimmung, dass die Nemner 7 und 9 für N>>2 über- 


haupt ausgeschlossen sind. 
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13. 

In den Nummern 8. 9. 12 ist gezeigt worden, wie die Coeffieienten 
der algebraise u Gleichung. deren Wurzeln der Differentialgleichung ge- 
nügen, vermittelst einer Funetion %(3) ausgedrückt werden können. 

Diese Funetion zZ ist für N=6 die Quadratwurzel, für N=4 die 
Kubikwurzel einer rationalen Funetion, dagegen für N= 12 eine rationale 

- Funetion. 

Die Exponenten der Faetoren von %, welehe für die singulären 
Punkte Null oder unendlich werden, sind dureh die Gleichung (3.) No. 10 
näher bestimmt. 

Die definitive Bestimmung von % erfolgt nach (A. p. 129—133) 
dadurch, dass diese Funetion einer linearen homogenen Differentialgleichung 
resp. der 5teu, Ten oder Löten Ordnung, oder dem Systeme von resp. 4. 6, 12 
solcher Differentialgleichungen zu genügen hat. Obgleich diese Bestimmung 
wesentlich durch die gewonnene Kenntniss der Beschaffenheit der Expo- 
nenten derjenigen Faetoren von %, welche für die singulären Punkte Null 
oder unendlich werden, erleichtert wird, so ist doch zuweilen folgender 
Weg zur Bestimmung von % vorzuziehen. 

Ist f eine Form vom 4ten Grade, so kann man aus den beiden 
(rleichungen: 


of of 
\ 5, Yyı Hr Er Y: nn hf, 
1 u . Be. zu dy, l = day: 
| Pe. of df IT PT 
oy, Y: % oy,' 9: dz \ 
a T perechnen. Für jede dieser Formen (k—1!*u Grades werden die 
oy,  0Yy; 


den beiden Gleichungen 1.) analogen Gleichungen aufgestellt, und aus 
Eu 37 
oy’' oy  ©y,cy, 
Ist nun f=x. wo 2 Wurzel einer rationalen Funetion von 3, so 
ergiebt diese Rechnung, unter Zuhülfenahme von (A. p. 104 Gl. (2.)) 


dlogy .;  d’logg as. 
2) aNn=e|l Er) + -wP|r=n, 


diesen berechnet. 


wo (C eine Uonstante bedeutet. Diese Gleichung haben wir in No. 8, 9, 12 
bereits für k=6. 12. 4 aus A. p. 128) dureh direete Ausrechnung dedueirt. 

Aus den Gleichungen 3.) und 4.) No.4 und Gleichung (7.) No. 11 
ergiebt sich: 
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Die Functionen 4 und z, genügen den Systemen von Differentialgleichungen : 





‚fr dlogg \”, x d’log; . 
ler HN BE; VPp], u. 
3 
f dlogz, n IN d’logz, IN ee 
wo C, Ü' Constanten und ,=1 fü N=4, 1=2 für N=6b, 4=3 für N= 12. 


Die Gleichungen (3.) können dazu dienen, die ganze rationale 


Funetion w(/z) zu bestimmen, welehe in Gleichung (3.) No. 10 als Faetor 
von x auftritt. wodurch nach dem Obigen z vollständig bestimmt ist. Der 
Grad von wfz) ergiebt sich auf ähnliche Weise wie (A. p. 135) der Grad 
von g(2). 
14. 

Zum Beschluss fügen wir noch zwei fernere Beweise des Satzes. 

dass die Summe der Wurzeln der zu den verschiedenen singulären 
Punkten gehörigen determinirenden Fundamentalgleiehungen mit einer der 
Zahlen 1, 2, 3. # 5, 6, 8. 10 zusammenfallen müssen, wenn N > 2, hinzu 
siehe No. 10 S. IIL, den Satz am Schluss von No. 12 und A. p. 135). 
Wir glauben diese Beweise um so weniger unterdrücken zu dürfen, weil 
sie diesen Satz fast als eine unmittelbare Folge aus der Begriffsbestimmung 


einer Primform darstellen. 


Ist f eine Primform nten Grades, gebildet aus er 1 beliebigen 
Fundamentalsvstem von Integralen 9,. %. so dürfen in ‚selben nieht 
. oO WA Y 


vleichzeitig die Glieder mit y} und yi "y,. ebenso wenig gleichzeitig die 
1 


(Glieder mit 9%, 92 'y, fehlen, weil f weder dureh yı noch dureh y: theilbar 
sein darf (A. p. 114). Die Primform besteht daher aus mindestens zwei 
Gliedern. 
Es sei demnach erstens 
f = wyiıtayı pt 
wo a, und a, von Null verschieden sind. Da k— 1, so ergiebt sich, dass 
die höchste Potenz von y, in H{f) die 2r—k— 2) ıst, demnach ist die 


niedrigste Potenz von 9, in derselben die 'k—2', weil Hif) vom 
(2n—4)ten Grade. 

Ist f eine Primform niedrigsten Grades, so ist auch H{f, eine Prim- 
form (A. p. 116), und als solche nieht durch y: theilbar. Demnach muss 
k—-2<2, 

d.h. k eine der Zahlen 1, 2, 3 sein. 
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Haben nun r und a dieselbe Bedeutung wie in No. 10, während y,, %: 
mit den dortigen 7,. 7, resp. übereinstimmen. so ist — da f nach einem 
Umlaufe um a sich mit einer Einheitswurzel multiplieirt — 

nr— (n—2k)r+k]. 
also auch 2kr eine ganze Zahl. 
Der Nenner von r ist demnach eine der Zahlen 1. 2, 3. 4, 6. 
Es sei zweitens 
f = auyı ytayı pt 
a, und a, von Null verschieden. so ist 
Hf = -(n-Vayı "+ an —Dklk—3in+2)aa,y" pt 


+ 2n—t—(i—1) „k—1 


und von yı p in 
Hifi von Null verschieden, und die höchste Potenz von y, in H’(f), nach 
dem im ersten Falle Bewiesenen. die (4a— k—9)te, Demnach ist H’(f) als 
eine Form vom Grade 4»—12 durch 9% ° theilbar. 

Ist wieder f eine Primform niedrigsten Grades, so kann Hi f) nicht 
durch die vierte Potenz einer Primform, folglich auch nicht (A. p. 115) 


4 


dureh 9 


Es sei 2, so sind die Coefficienten von yı' 


theilbar sein. Demnach ist 
k-3<4, 
d.h. k eine der Zahlen 2. 3. 4 5. 6. 
In diesem Falle ist 
(n -2)r+1-|in—2k)r+k]. 
also auch (2% —2)r eine ganze Zahl. d. h. 


der Nenner von r ist eine der Zahlen 1. 2. 3. 4. 5. 6. 8. 1%. 


15. 
Der einfachste Beweis des in voriger Nummer erwähnten Satzes ist 
wohl der folgende. 
Ist f eine Primtorm niedrigsten Grades, so sind f und Hif) nieht 
durch 9 und Hif) nieht dureh 9 theilbar. Demnach enthält 
f ein Glied der Form a,y} oder a,yı ""y. 
Hif) ein Glied der Form buy,” * oder by" "y. 
H’ifi ein Glied der Form e,yt" "oder ey "y, oder ey" "'.y; oder 
sy y- 


Haben a, r wieder dieselbe Bedeutung wie in No. 10. während y,, y, mit 





1 9: 
Iinem 
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nach 
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den dortigen 7,, 7, resp. übereinstimmen, bezeichnen wir ferner den Nenner 
von r mit v und mit j eine primitive vt® Wurzel der Einheit, so gehen nach 
einem Umlaufe von z um a 
f in j”f oder in j". f, 
H(f) in j”*.H(f) oder in j”".H(f), 
H’(f) in j”".H°(f) oder in j""*.A’(f) oder in 
jr. H°(f) oder in "=". H’(f) über. 


Da nach 8. IV. No. 2 — no ungeändert bleiben müssen, so 
ist erforderlich, dass gleichzeitig eine der Congruenzen: 
2n=2n—4, 2Zn=2n-—-6b (mod.r) 
und eine der Congruenzen 
4n=4n—12, 4in=4n—14, An=4n—16, IAn=4n—18 (mod.r) 
statt finden, oder gleichzeitig eine der CGongruenzen 
2(n—2)=2n—-4, 2(n-2)=2n—b6b (mod.r) 
und eine der Congruenzen 
4(n—-2)=4n—12, 4(n—2) =4n—14, 4(n—2) = 4n—16, 
4(n—-2) =4n—18 (mod.r). 
Hieraus ergiebt sich, dass v eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 ıst. 


Heidelberg, den 3. November 1877. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXV, Heft 1. 4 
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Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. 
(Von Herrn H. Schröter in Breslau.) 


\ or funfzig Jahren hat Steiner *) zuerst auf eine besondere Fläche 
zweiter Ordnung aufmerksam gemacht, deren Kreisschnitte rechtwinklig 
sind zu zwei erzeugenden Geraden derselben, und in seinem Hauptwerke**) 
ist er wiederholt auf dieselbe zurückgekommen, eine Fläche, welche als 
das Erzeugniss zweier projeetivischer Ebenenbüschel auftritt, 2. je zwei 
entsprechende Ebenen zu einander rechtwinklig sind. Wenige Jahre später 
erschien dasselbe einfache ee von der angegebenen besonderen 
Art in einer Abhandlung von Chasles”**) als der geometrische Ort solcher 
Punkte, deren Abstände von zwei festen windschiefen Geraden in con- 
stantem Verhältnisse zu einander stehen. Obwohl Chasles selbst diese Arbeit 
als „un exereice sur la methode purement geometrique* angesehen wissen 
will, so zeigt er doch nur, dass der gesuchte Ort zwei gewisse Gerade und 
einen Kreis enthält und schliesst folgendermaassen (p. 334): „Or ee lieu sera 
evidemment une surface du second degre, parce que la formule de g&ometrie 
analytique, qui donne le carr& de la distance d’un point A une droite, con- 
tient les eoordonnees de ce point au second degre; ce lieu sera done un 
hyperboloide a une nappe etc.“ Eine solche Schlussfolgerung genügt nicht 
den Ansprüchen an eine rein synthetische Herleitung. Diese Lücke mag 
wohl längst ausgefüllt sein; mir ist nur eine in jüngster Zeit erschienene 
hierauf bezügliche Arbeit von A. Schönflies) zu Gesicht gekommen, in 
welcher der fragliche Nachweis sieh darauf stützt, dass alle Geraden, welche 
zwei feste windschiefe Gerade treffen und den Strahlen eines Kegels parallel 
laufen, ein Hyperboloid bilden. Es bedarf aber, wie unten gezeigt werden 
wird, nieht einmal eines solchen Kegels, sondern eine einfache lineare Con- 


*) In Crelles Journal für reine und angewandte Mathematik Bd. 11 (1827): Auf- 
gaben und Lehrsätze von Herrn J. Steiner p. 292. 

*#*) Systematische Entwiekelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von 
emander von J. Steiner (1832) p. 218 und 232. 

*##) J, Liouville, journal de math@matiques pures et app!iqudes tome I (1836) 
p- 324: Analogie entre des propositions de Geometrie plane et de Geometrie A trois 
dimensions p. ‘M. Chasles 


7) Synthetisch-geometrische Untersuchungen über Flächen zweiten Grades, Inau- 
gural-Dissertation von A. Schönflies, Berlin 1877. 
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struetion führt zu dem Hyperboloid und lässt dessen charakteristische Eigen- 
thümlichkeit hervortreten. 

Zu diesem einfachen Hyperboloid von besonderer Art, welches der 
Ort soleher Punkte ist, deren Abstände von zwei windschiefen festen Gre- 
raden ein eonstantes Verhältniss haben, stehen die beiden festen Geraden 
in einer gewissen Beziehung, welche in doppelter Weise eine Analogie dar- 
bietet mit der entsprechenden Figur in der Ebene. Der Ort eines Punktes 
in der Ebene, dessen Abstände von zwei festen Punkten ein eonstantes 
Verhältniss haben, ist bekanntlich ein Kreis, für welehen die Verbindungs- 
linie der beiden festen Punkte Durchmesser ist und diese selbst ein Paar 
eonjugirter Punkte sind. Dem analog ist in der räumlichen Figur diejenige 
(rerade, welche den kürzesten Abstand der beiden gegebenen festen Geraden 
enthält, eine Hauptaxe des Hyperboloids und zwar diejenige, dureh welche 
die beiden Kreisschnitte desselben gehen, und die beiden festen Geraden 
selbst sind ein Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf das Hyperboloid. 
Diese Eigenschaft ist schon aus der Chaslesschen Abhandlung erkennbar 
und auch von Schönflies nachgewiesen. Aber die räumliche Figur bietet 
zugleich noch eine zweite Analogie dar, welche bisher nieht bemerkt zu 
sein scheint. Der Ort eines Punktes in der Ebene, dessen Abstände von 
einem festen Punkte und einer festen Geraden ein eonstantes Verhältniss 
haben. ist bekanntlich ein Kegelschnitt, für welchen der feste Punkt ein 
Brennpunkt und die feste Gerade die zugehörige Leitlinie (Polare dieses 
Brennpunktes) ist. Brennpunkt des Kegelschnittes heisst aber ein solcher 
Punkt in der Ebene desselben, für den die Paare eonjugirter Strahlen, 
welche durch ihn gehen, eine orthogonale Strahleninvolution bilden, d.h. 
aus Paaren rechtwinkliger Strahlen bestehen. Dem analog sind in der 
räumlichen Figur die beiden festen Geraden ein solches besonderes Paar con- 
jugirter Strahlen (reciproker Polaren) in bezug auf das Hyperboloid, für 
deren jeden die Paare conjugirter Ebenen, welche durch ihn gehen, eine 
orthogonale Ebeneninvolution bilden, d. h. aus Paaren rechtwinkliger Ebenen 
bestehen. Diese Kigenschaft kann in gewissem Sinne als eine Uebertragung 
der Grundeigenschaft der Brennpunkte des Kegelschnittes auf Oberflächen 
zweiter Ordnung betrachtet werden; aber es tritt hier ein wesentlicher Unter- 
schied zwischen der ebenen und räumlichen Figur auf. Während bei jedem 
Kegelschnitt ein solches besonderes Paar von Pol und Polare (und zwar 


zwei Mal) vorhanden ist, bei dem der Pol Mittelpunkt einer dem Kegel- 
4* 
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schnitt zugehörigen orthogonalen Strahleninvolution wird, ist die Oberfläche 
zweiter Ordnung, für welche zwei conjugirte Strahlen die Axen zugehöriger 
orthogonaler Ebeneninvolutionen sein sollen, einer gewissen Bedingung unter- 
worfen, und wenn die Oberfläche diese Bedingung erfüllt, so giebt es für 
sie unendlich viele Paare conjugirter Strahlen von der verlangten Art. An- 
dererseits ist eine Oberfläche zweiter Ordnung, für welche zwei gegebene 
windschiefe Gerade conjugirte Strahlen und die Axen zugehöriger ortho- 
gonaler Ebeneninvolutionen sein sollen, durch diese Forderung, welche nur 
acht einfache Bedingungen involvirt, nicht vollständig bestimmt und es giebt 
ein Büschel von Oberflächen zweiter Ordnung, welche: dieser Forderung 
genügen. Dieses Büschel von Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
die Veränderung des eonstanten Abstandsverhältnisses entstehen, hat zur 
vemeinschaftlichen Grundkurve (um es kurz zu sagen) ein imaginäres wind- 
schiefes Vierseit, ebenso wie alle Kegelschnitte, welche einen Brennpunkt 
und die zugehörige Leitlinie gemeinschaftlich haben, ein Büschel von Kegel- 
schnitten mit ideeller doppelter Berührung bilden *). 

Die synthetische Herleitung der angegebenen Eigenschaften ist der 
Zweck des nachfolgenden Aufsatzes”*); der Vollständigkeit wegen und um so 
wenig als möglich vorauszusetzen sei es gestattet, auch die schon bekannten 
Resultate auf dem einfachsten, durchaus elementaren Wege abgeleitet vor- 
auszuschieken. 


I. Das gleichseitig-hyperbolische Paraboloid. 

1. Wir beginnen die Untersuchung mit einem speeiellen Fall, welcher 
sowohl wegen der eigenthümlichen Modification, die das allgemeine Resultat 
erleidet, eine besondere Behandlung erheischt, als auch die eharakteristischen 
Eigenschaften der Figur zuerst am deutlichsten erkennen lässt. Wir stellen 
uns die Aufgabe: 

Es sind zwei windschiefe (d. h. im Raume sich nicht treffende) Gerade 
gegeben; es soll der Ort eines Punktes ermittelt werden, welcher von beiden 
gleich weit absteht. 

Sind s und s, die beiden gegebenen Geraden, so ergeben sich sofort 
einige besondere Punkte und gerade Linien, welche dem gesuchten Orte 


*) Jacob Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie, Theil II, zweite Auf- 
lage, p. 344. | 

*#) Einige derselben sind bereits in den Monatsberichten der Königl. Academie 
der Wissenschaften zu Berlin vom 25. Oetober 1877 ohne Beweis mitgetheilt worden. 
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angehören. Construiren wir diejenige Gerade k, welche auf s und s, 
gleichzeitig rechtwinklig ist oder den kürzesten Abstand dieser beiden 
Geraden von einander enthält und welche ihnen in den Punkten d und d, 
begegnet, so ist offenbar die Mitte S zwischen d und d, ein Punkt des 
Ortes und ebenso muss der unendlich entfernte Punkt der Geraden Ak als 
ein Punkt des gesuchten Ortes aufgefasst werden. Legen wir sodann 
einmal durch s und k, zweitens durch s, und % je eine Ebene, hal- 
biren die Neigungswinkel zwischen diesen beiden Ebenen durch zwei 
neue zu einander rechtwinklige Ebenen, die sich in % schneiden und 
legen endlich durch S eine Ebene rechtwinklig zu k, so wird dieselbe 
die beiden letzteren in zwei Geraden / und g schneiden, welche die ver- 
langte Eigenschaft besitzen, dass jeder ihrer Punkte von s und s, gleich weit 
absteht. In der That, denken wir uns durch d, eine Gerade o parallel zu 
s gezogen, so wird jeder Punkt von / die doppelte Eigenschaft besitzen: ein- 
mal von s und o gleich weit abzustehen (weil er in der durch S zu k recht- 
winklig gelegten Ebene liegt, d.h. in einer Ebene, deren sämmtliche Punkte 
von den beiden parallelen Geraden s und o gleich weit abstehen) und 
zweitens auch von o und s, gleich weit abzustehen (weil er in einer Ebene 
liegt, die durch eine Halbirungslinie des Winkels zwischen o und s, recht- 
winklig zu der Ebene dieses Winkels gelegt ist); folglich steht jeder Punkt 
von / gleich weit von s und s, ab. Dasselbe gilt natürlich auch von der 
zweiten Geraden g und ebenso von den beiden in der unendlich entfernten 
Ebene E” velegenen Geraden /” und g”, die in den beiden -oben eon- 
struirten Halbirungsebenen sich befinden und gleichfalls als zu einander recht- 
winklig aufgefasst werden müssen. Wir haben also zunächst vier besondere 
gerade Linien g, /, g”, ” gefunden, deren Punkte dem gesuchten Orte angehören. 

2. Durch eine der vorigen ganz ähnliche Construction gelangen 
wir zu beliebig vielen andern Paaren von Geraden, deren Punkte sämmtlich 
die verlangte Eigenschaft besitzen: von s und s, gleich weit abzustehen. 
Legen wir nämlich durch s eine beliebige Ebene X, welche s, in x, treffen 
möge, und ziehen durch x, eine Parallele # zu s, so giebt es eine einzige 
bestimmte im Endlichen liegende Ebene T, deren sämmtliche Punkte von 
s und o gleich weit abstehen; diese Ebene T wird gefunden dadurch, dass 
wir zwischen s und o in gleichem Abstande von beiden Parallelen eine 
dritte Parallele ziehen und durch dieselbe eine Ebene T legen, die recht- 


winklig ist zur Ebene so oder X. Zweitens halbiren wir in der Ebene os, 
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den Winkel und Nebenwinkel zwischen diesen beiden Strahlen und legen 
durch die Halbirungslinien Ebenen, die rechtwinklig sind auf ihrer Ebene 
08,. Dann wird offenbar jeder Punkt einer solchen Halbirungsebene, die 
wir H und FH nennen wollen, von den Strahlen o und s, gleich weit ab- 
stehen und die Schnittlinien: 
(T,H)=1,, (T,H)=g,, 

welche beide Eigenschaften vereinigen, werden dem gesuchten Orte ange- 
hören, weil ihre Punkte von s und s, gleich weit abstehen. Auch ist um- 
sekehrt ersichtlich, dass es in der Ebene T keine anderen Punkte mehr 
geben kann, als die des Strahlenpaars /,g,, welche dem gesuchten Orte 
angehören, denn alle Punkte der Ebene T stehen von s und o gleich weit 
ab; gäbe es also noch irgend einen anderen Punkt in T, welcher von s 
und s, gleich weit abstände, so müsste er auch von o und s, gleich weit 
abstehen, also in einer der Ebenen H oder H’ liegen. 

3. Indem wir die willkürlich durch s gelegte Ebene um diesen 
Strahl drehen. verändern sich T, H und H', also auch /, und g,, und wir 
werden bei dieser Bewegung die Veränderung des Strahlenpaars /, und g, 
zu untersuchen haben. Da der Hülfsstrahl o beständig zu s parallel ist. 
so wird er sich in derjenigen Ebene parallel fortschieben, welche durch s, 
und den unendlich entfernten Punkt p” von s, d.h. parallel zu s gelegt 
werden kann, und da die Gerade o in dieser Ebene eine unveränderte 
Richtung behält, so werden die Ebenen H und H’ eine unveränderte Stellung 
behalten, nämlich, wie unmittelbar einleuchtet, durch die vorhin ermittelten 
(reraden g° und” gehen, welche zu einander rechtwinklig sind. Die Durech- 
schnittslinien der Ebenen 4 und H’ mit der Ebene T, d.h. das Strahlenpaar 
/, und g, wird daher zwei festen Stellungen (H und H') parallel bleiben 
oder je eine der beiden festen Geraden /” und g” treffen. 

Construiren wir jetzt in derselben Weise, wie vorhin die Ebene T, 
welche die beiden Ortsgeraden /, und g, enthielt. eine zweite Ebene T’, 
welche die beiden Ortsgeraden /, und g, enthalten möge. so wird die Sehnitt- 
linie der beiden Ebenen (T, T’) nothwendig /, und g, in denselben beiden Punkten 
treffen, in welchen sie von /, und g, getroffen wird: denn da in jeder der 
beiden Ebenen der gesammte Ort der Punkte von der verlangten Be- 
sehaffenheit nur aus zwei (reraden besteht, so kann die Schnittlinie (T, Ti 
auch nur zwei Punkte dieses Ortes enthalten, und da sie in beiden Ebenen 
gleichzeitig liegt, so müssen ihr die (reraden /, und 9, in denselben beiden 
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Punkten begegnen, wie die Geraden /, und g,.. Es sind daher nur zwei 
Möglichkeiten vorhanden: Entweder schneiden sich 


/, und /,, g, und g, 
oder 

I, und g,, /, und g.. 
Nehmen wir nun an, dass /, und /, der Ebene H, g, und g, der Ebene H' 
parallel laufen, so fällt die erste der beiden Möglichkeiten als unzulässig 
fort und es bleibt nur die zweite bestehen. Denn träfen sich /, und /,, so 
müssten sie, da sie in zwei parallelen Ebenen (H) und selbst in einer Ebene 
enthalten sind, einander parallel sein; da sie sich aber in einem Punkte 
der Schnittlinie (T, T’) treffen, so müssten sie mit dieser parallel sein. 
Die Schnittlinie (T, T’) geht nun, da beide Ebenen T und T’ parallel zu s 
sind, durch den unendlieh-entfernten Punkt von s: es müssten also auch /, 
und /, parallel zu s oder, was dasselbe ist, zu o sein, was offenbar nicht 
der Fall ist: folglich fällt die erste Annahme fort und wir sehen, dass sich 

!, und g, ebenso /, und g, 

auf der Schnittlinie (T, T') treffen. 

Hieraus geht der hyperboloidische Charakter der beiden Sehaaren 
von Greraden, welche /, und g, beschreiben, hervor und wir erkennen die- 
selben als hegelschaaren, indem jede Gerade der einen Schaar /,, welche 
sämmtlich der H-Ebene parallel sind, jeder Geraden der anderen Schaar 
g,, welche sämmtlich der H’-Ebene parallel sind, begegnen muss. Nehmen 
wir irgend drei Gerade Z,5/, der einen Schaar, so werden sämmtliche 
(reraden, welche dieselben treffen, eine Regelschaar (g,) bilden, oder auf 
einem einfachen Hvperboloid liegen. Da aber die beiden unendlich- 
entfernten Geraden /” und g’, welche zu einander rechtwinklig sind, auch 
den beiden Regelschaaren angehören, so ist das Hyperboloid von besonderer Art. 
nämlich ein solches, welches man gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid nennt. 

Es bedarf keiner weiteren Ausführung, dass keine anderen Punkte 
im Raume von der verlangten Art vorhanden sein können, als solche, die 
aus unserer Construction hervorgehen, und wir können daher folgendes 
ktesultat aussprechen: 

Alle Punkte im Raume, die von zwei windschiefen Geraden gleich weit 
abstehen, liegen auf einem gleichseitig-hyperbolischen Paraboloid, dessen Scheitel 


die Mitte des kürzesten Abstandes zwischen den beiden windschiefen Geraden 


ist, während die Gerade dieses kürzesten Abstandes in diejenige Hauptaxe des 
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Paraboloids hineinfällt, welche nach dem Berührungspunkte desselben mit der 
unendlich-entfernten Ebene (E”) hingeht. 

4. Die beiden gegebenen Strahlen s und s, stehen in einer be- 
sonderen Beziehung zu dem gleichseitig-hyperbolischen Paraboloid, wie 
aus folgender Betrachtung erhellt: Jede Ebene, welche durch zwei Er- 
zeugende aus der einen und der anderen hegelschaar des Paraboloids gelegt 
werden kann, ist bekanntlich eine Berührungsebene desselben und der 
Schnittpunkt der beiden Erzeugenden der Berührungspunkt. Nehmen wir 
nun die Gerade k (1.), welche den kürzesten Abstand der gegebenen Ge- 
raden ss, enthält und ihnen in den Punkten dd, begegnet, bezeichnen wir 
mit S die Mitte zwischen dd, und mit S” den unendlich-entfernten Punkt 
dieser Geraden, so liegen die oben ermittelten Geraden /g in derjenigen 
Ebene, welehe in S rechtwinklig auf %k errichtet ist und /”g” in der durch 
S” gehenden unendlich-entfernten Ebene E”; die beiden Ebenen (lg) und 
(g”) sind die Berührungsebenen des Paraboloids in den Punkten S und S”, 
folglich ist ihre Schnittlinie der zu % eonjugirte Strahl, den wir k” nennen 
wollen: es ist aber ersichtlich, dass 4” durch die beiden unendliech-entfernten 
Punkte p” und p, der beiden gegebenen Geraden s und s, hindurehgeht, 
und weil die Richtungen von s und s, halbirt werden durch die zu einander 
rechtwinkligen Richtungen von / und g, also die einen durch die anderen 
harmonisch getrennt werden, / und g aber ganz auf dem Paraboloid liegen, 
so sind p” und p, «eonjugirte Punkte in Bezug auf das Paraboloid. Die 
Polarebene von p’ ist also die durch % und p; gelegte Ebene und die 
Polarebene von p, die durch k und p” gelegte Ebene. Ferner sind d und d, 
conjugirte Punkte in Bezug auf das Paraboloid, weil sie durch S und S” 
harmonisch getrennt werden. Die Polarebene von d geht also durch KA” 
und d,, die Polarebene von d, durch 4” und d. Da nun 

k=(dd) und k”=(p’p) 
ist, so sind die vier Punkte dd,p”p, die Ecken eines Polartetraäders in Bezug 
auf das Paraboloid und mithin die Gegenkanten desselben (dp")=s und 
(d,p,)=s, ein Paar conjugirter Strahlen, also: 

Die gegebenen Geraden s und s, sind conjugirte Strahlen in Bezug 
auf das Paraboloid. 

Ferner haben wir nach unserer Construction (2.) eine veränderliche 
Ebene T, deren Schnittlinien mit A und H’ die Erzeugenden /, und g, sind, 
die sich in # schneiden mögen; dann ist # der Berührungspunkt der Ebene 
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T mit dem Paraboloid, also sind auch £ und T Pol und Polarebene in Bezug 
auf das Paraboloid. Die Sehnittlinie der sich beständig parallel bleibenden 
Ebenen H und H’ geht durch den Punkt S” und den früher mit x, bezeich- 
neten Punkt der Geraden s,. in welehem dieselbe von der willkürlich dureh 
s gelegten Ebene X getroffen wird. Die drei Punkte tx, 5” liegen also im 
einer Geraden: der eonjugirte Strahl zu derselben ist die Sehnittlinie der 
Ebenen T und E”, d. h. die unendlich - entfernte Gerade von T; tolglieh 
wird die Polarebene von x, mit der Ebene T parallel sein; da aber r, auf 
s; liegt und zu s, der eonjugirte Strahl s ist, so wird die Polarebene von 
x, die durch s zu T parallel gelegte Ebene sein: bezeichnen wir diese 
Ebene mit X\,. so müssen, da nach unserer Construetion (2.) die Ebenen A 
und T rechtwinklig zu einander sind, auch die Ebenen X und X, zu ein- 
ander rechtwinklig sein. d. h. zwei beliebige zu einander eonjugirte Ebenen 
in Bezug auf das Paraboloid (X und X,). die durch den Strahl s gehen. 
sind rechtwinklig zu einander, oder die dem Strahle s in Bezug auf das 
Paraboloid zugehörige Ebeneninvolution ist eine orthogonale. Da «dieselbe 
Eigenschaft auch für den eonjugirten Strahl s, gelten muss, wie wir dureh 
blosse Vertauschung von s und s, erkennen, so haben wir folgendes Resultat: 

Die beiden conjugirten Strahlen s und s, sind die Axen orthogonaler 
Ebeneninvolutionen, welche ihnen in Bezug auf das Paraboloid zugehören, d.h. 
alle Paare von conjugirten Ebenen in Bezug auf das Paraboloid, welche durch 
s gehen, sind Paare rechtwinkliger Ebenen (und ebenso für s,). 

Da nach der allgemeinen Polartheorie der Flächen zweiter Ordnung 
die einem Strahle zugehörige Ebeneninvolution auf dem conjugirten Strahle 
die demselben zugehörige Punktinvolution ausschneidet und eine orthogonale 
Ebeneninvolution nur in einer elliptischen Punktinvolution geschnitten werden 
kann, so folgt zugleich, dass die den beiden eonjugirten Strahlen s und s 
zugehörigen Punktinvolutionen elliptische sein müssen, d.h. dass die Ge- 
raden s und s, dem Paraboloid nieht in reellen Punkten begeenen können, 
was auch a priori klar ist. 

5. Wir legen uns jetzt die umgekehrte Frage vor, wie für ein ge- 
gebenes gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid ein solches Paar eonjugirter 
Strahlen gefunden werden kann, welche die Axen zugehöriger orthogonale: 
Ebeneninvolutionen sind, und ermitteln zuerst ein besonderes Paar der Art. 
welches einen gewissen Grenztfall bildet. 


Ist S der Scheitel des Paraboloids. d. h. derjenige Punkt desselben. 
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dessen Berührungsebene rechtwinklig ist zu dem Strahle SS”, welcher S 
mit dem unendlich-entfernten Punkte S” des Paraboloids verbindet, sind I 
und g die beiden Erzeugenden des Paraboloids, welche in der Berührungs- 
ebene für S liegen und sich in S rechtwinklig schneiden, so halbiren wir 
die Winkel zwischen diesen beiden Strahlen durch zwei neue, ebenfalls zu 
einander reehtwinklige Strahlen, welche A und A, heissen mögen, während 
die Hauptaxe SS” = k heisse, und legen die beiden Ebenen durch Ak und 
h,k (Hauptebenen des Paraboloids). Diese schneiden dasselbe in zwei 
Parabeln PB” und 2”, welche denselben Scheitel S und denselben un- 
endlich entfernten Punkt S” haben und deren Ebenen auf einander recht- 
winklig stehen. Sei nun f der Brennpunkt der Parabel %° und der Ab- 
stand des Brennpunktes vom Scheitel: 
DB == 2, 

der Parameter dieser Parabel, so wird die Leitlinie derselben s’ um das- 
selbe Stück A nach der entgegengesetzten Seite hin von S abstehen und 
rechtwinklig zur Parabelaxe sein, welehe von ihr in fı getroffen werde. 
Brennpunkt und Leitlinie der Parabel sind aber Pol und Polare in Bezug 
auf dieselbe; dem Brennpunkt gehört eine orthogonale Strahleninvolution 
zu, welche perspeetivisch liegt mit der elliptischen Punktinvolution, welche 
der Leitlinie zugehört. Diese elliptische Punktinvolution auf der Leitlinie s’ 
hat also fi zum Mittelpunkt und —44° zur Potenz, d.h. zwei Punkte, die 
von f; um das Stück 24 nach beiden Seiten hin gleich weit abstehen, 
sind eonjugirte Punkte in Bezug auf die Parabel, wodurch die elliptische 
Punktinvolution vollständig bestimmt ist. Diese dem Strahle s in Bezug 
auf die Parabel PB zugehörige Punktinvolution ist nun auch dieselbe, 
welche ihr in Bezug auf jede ebene Schnitteurve zugehört, die durch s' 
und das Paraboloid gelegt werden kann, und diejenige also, welehe ihr in 
Bezug auf das Paraboloid zugehört. Legen wir durch s’ eine Ebene recht- 
winklig zur Parabelaxe k, so wird die Schnitteurve derselben mit dem 
Paraboloid eine gleichseitige Hyperbel sein, weil ihre unendlich - entfernten 
Punkte in den beiden zu einander rechtwinkligen Riehtungen von Z! und g 
liegen. Die Gerade s’ wird die imaginäre Hauptaxe dieser gleichseitigen 
Hvperbel, die darauf rechtwinklige Gerade die reelle Hauptaxe derselben 
sein, welche folglich die Länge 44 haben muss; diese ist aber gleichzeitig 
eine Sehne unserer obigen zweiten Parabel 1, der Sehnitteurve des Para- 
boloids mit der Ebene Ak. Wir wissen also von dieser Parabel ‘%{, dass 
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das in einem Punkte f, ihrer Axe errichtete Perpendikel ihr in zwei 
Punkten begegnet, deren jeder doppelt so weit von fi absteht, wie f, vom 
Scheitel S der Parabel, und hieraus folgt, dass f, der Brennpunkt der Pa- 
rabel %° ist und dass die Leitlinie s) derselben in dem Punkte f recht- 
winklig ist zur Ebene der Parabel B. 

Hierdurch ist bewiesen, dass die beiden Parabeln in den Hauptschnitten 
des gleichseitig- hyperbolischen Paraboloids congruent, aber nach entgegen- 
gesetzten Seiten hin geöffnet sind: ihre Brennpunkte f und f, stehen gleich 
weit ab von dem gemeinsamen Scheitel S: ihre Leitlinien s und s, sind die 
in den Brennpunkten auf den Ebenen der Parabeln errichteten Perpendikel, 
d.h. so, dass das in f errichtete Perpendikel s, und das in f, errichtete s ist. 

Dass die beiden Punkte f und fi eonjugirt sind in Bezug auf das 
Paraboloid, geht daraus hervor, dass sie harmonisch getrennt werden dureh 
S und S”. Ferner erkennen wir. dass die beiden unendlich-entfernten Punkte 
p” und p, von s’ und s; conjugirte Punkte sind in Bezug auf das Para- 
boloid, weil sie auf ihrer Verbindungslinie harmonisch getrennt werden 
durch die unendlich-entfernten Punkte von Z! und g. Folglieh sind fp” = s 
und fıpı =sı eonjugirte Strahlen in Bezug auf das Paraboloid. Die dem 
Punkte f in Bezug auf die Parabel %° zugehörige Strahleninvolution. 
welche orthogonal ist, weil f Brennpunkt ist, liegt perspeetivisech mit der 
dem Strahl s’ zugehörigen Punktinvolution; legen wir also dureh den con- 
jugirten Strahl s; als Axe, und die Punktinvolution eine Ebeneninvolution. 
so ist es diejenige, welche dem Strahle s; in Bezug auf das Paraboloid zu- 
gehört. Da aber der Strahl s; rechtwinklig steht auf der Ebene der dem 
Punkt f zugehörigen Strahleninvolution, so ist die erhaltene Ebeneninvolution 
eine orthogonale und dasselbe gilt für den eonjugirten Strahl s’: also: 

Die Leitlinien der beiden Parabeln, welche in den Hauptschnitten eines 
gleichseitig-hyperbolischen Paraboloids liegen, sind die Axen orthogonaler , in 
Bezug auf das Paraboloid ihnen zugehöriger Ebeneninvolutionen. 

Hiermit fällt aber auch die Eigenschaft zusammen: 

Die Leitlinien der beiden Parabeln, welche in den Hauptschnitten eines 
gleichseitig-hyperbolischen Paraboloids liegen, besitzen die Eigenschaft, dass 
jeder Punkt des Parabolords von ihnen gleich weit absteht. 

Denn wenn wir für das besondere Strahlenpaar s’s; den Ort von 
der gesuchten Art nach dem Obigen (3.) bestimmen, so erhalten wir ein 


gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid. von dem wir leicht erkennen, dass 


5* 
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es mit dem vorigen zusammenfällt, weil es die Geraden /g!”g” und die Parabeln 
1%” mit ihm gemeinschaftlich hat, da die Punkte dieser Linien ersicht- 
licher Weise der Forderung genügen. 

6. Das eben ermittelte Strahlenpaar s’s, ist ein besonderes (und zwar 
vechtwinkliges) Paar eonjugirter Strahlen mit orthogonalen Ebeneninvo- 
lutionen in Bezug auf das Paraboloid — aber nicht das einzige, sondern 
wir ermitteln auf ähnliche Weise unendlich viele andere Paare derselben Art. 

Nehmen wir auf der Hauptaxe k des Paraboloids zwei Punkte d 
und d, in gleichem Abstande von dem Scheitel nach beiden Seiten hin an 
und zwar so, dass ihr gegenseitiger Abstand 20 kleiner ist, als der Abstand 
der beiden Brennpunkte in den Hauptschnitten, 24, also: 


<A 
(eine Beschränkung, deren Nothwendigkeit sehr bald hervortreten wird), 
dann wird eine durch d zur Axe k des Paraboloids rechtwinklig gelegte 
bene dasselbe in einer gleichseitigen Hyperbel schneiden, deren Mittel- 
punkt d ist und deren reelle Hauptaxe 2a leicht gefunden wird: sie ist 
nämlich (5.) gleichzeitig in einem Hauptschnitte J die Sehne einer Parabel, 
die rechtwinklig zur Axe derselben um das Stück d vom Scheitel absteht, 
während der Brennpunkt derselben um 4 vom Scheitel absteht; daher ist 
bekamntlieh: 
e® = 4.0. 

Nehmen wir in der gleichseitigen Hyperbel mit ‘dem Mittelpunkt d irgend 
ein Paar eonjugirter Durchmesser an, welche durch die Asymptoten har- 
monisch getrennt werden und den Winkel 9 mit einander bilden; von diesen 
beiden eonjugirten Durehmessern schneidet der eine dieselbe in zwei reellen 
Punkten, deren Abstände vom Mittelpunkte gleich A seien; der andere ist 
der Träger einer elliptischen Punktinvolution, deren Potenzpunkte um ein 
gleiches Stück B= A vom Mittelpunkt abstehen, und die bekannten beiden 
allgemeinen Relationen für eonjugirte Durchmesser einer Hyperbel: 

A’—B = a —b’, 

ABsin9 = ab, 


wo 2a und 25 die Hauptaxen der Hyperbel bedeuten, nehmen in unserem 
"alle für die gleichseitige Hyperbel die Gestalt an: 

2, 
A’.sin$ = a. 
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Wir haben also in Folge der obigen Relation: 

A'’.sin$ = 44.0. 
l,egen wir andererseits auch durch den Punkt d, eine Ebene rechtwinklig 
zur Hauptaxe k des Paraboloids, so wird ihre Durehschnittsfigur mit dem- 
selben auch eine gleichseitige Hyperbel sein, welche dieselben Asymptoten- 
Richtungen hat, wie die vorige, also auch dieselben Richtungen der Axen 
und eonjugirten Durchmesser, nur mit dem Unterschiede. dass reelle und 
imaginäre Axe mit einander vertauscht sind oder die ganze Hyperbel um 
90" gedreht auftritt; da die Parabeln in den beiden Hauptschnitten des 
Paraboloids ihre Oeffnung nach entgegengesetzten Richtungen hin haben 
und eongruent sind, so müssen auch die beiden gleichseitigen Hyperbeln, 
deren Mittelpunkte d und d, sind. gleiche reelle Axen haben, von denen 
aber die eine um 90" gegen die andere gedreht erscheint. Die beiden durch 
den Punkt d, zu dem obigen Paar eonjugirter Durchmesser (A, B) parallel 
gezogenen Geraden sind daher auch ein Paar conjugirter Durchmesser 
der zweiten Hyperbel, doch so, dass die Parallele zu dem reellen Durch- 
messer der einen der Träger einer elliptischen Punktinvolution oder der 
imaginäre Durchmesser der andern ist, und umgekehrt. 

Fassen wir nun die beiden imaginären Durchmesser in diesen beiden 
Hyperbeln auf und bezeichnen ihre Träger mit s und s,, so erkennen wir 
erstens, dass sie conjugirte Strahlen in Bezug auf das Paraboloid sind (denn 
auch die in d und d, auf k rechtwinkligen Ebenen sind eonjugirte Ebenen) 
und zweitens, dass sie die Träger zweier dem VParaboloid zugehöriger 
elliptischer Punktinvolutionen sind, deren Mittelpunkte d und d, sind, deren 
Potenz denselben Werth hat (— A”) und deren Potenzpunkte also von d 
und d, nach beiden Seiten hin um das Stück A abstehen. Mit diesen 
Punktinvolutionen auf Jen eonjugirten Strahlen s und s, liegen aber per- 
speetivisch die Ebeneninvolutionen, welche den Strahlen s, und s in Bezug 
auf das Paraboloid zugehören, und es wird jetzt leieht sein, die Bedingung 
dafür zu ermitteln, dass diese Ebeneninvolutionen orthogonal werden. Sollen 
die beiden durch s, und die Potenzpunkte auf s gelegten Ebenen recht- 
winklig zu einander sein, so muss der Abstand des Punktes d von s,, d.h. 
dd, oder 20 so gross sein, wie der Abstand des Punktes d von jeder der 
beiden durch die Potenzpunkte zu s, parallel gezogenen Geraden, d. h. 
Asind, also: 


20 = Asind, 
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und umgekehrt. wenn dies der Fall ist, so hat die zu s, zugehörige Ebenen- 
involution zwei Paare rechtwinkliger Ebenen (denn das eine Paar recht- 
winkliger Ebenen durch s,d und senkrecht darauf ist selbstverständlich eon- 
jugirt); die Involution ist also eine orthogonale. 
Mit Berücksichtigung der vorhin ermittelten Relation folgt: 
A=2WU 
und 
d = )sin. 

Hieraus ergiebt sich zunächst die Bestätigung der oben gemachten Annahme 
ö_ 4, d.h. die Punkte d und d, müssen zwischen f und fi. den Brenn- 
punkten der Hauptschnitte, symmetrisch zu S liegen und dürfen nicht ausser- 
halb der Strecke ff, angenommen werden: sodann ergiebt sich für einen 
diese Bedingung erfüllenden übrigens beliebigen Werth von d der Winkel 9, 
den die beiden Strahlen s und s;, mit einander bilden, dureh die Gleichung 
sin? = - - Sind umgekehrt die beiden Geraden s und s,. also auch Öd und 


3 gegeben, so liefert dieselbe Gleichung den Parameter 4 des gleichseitig- 


VO 
oO 
hyperbolischen Paraboloids, der immer > d wird (oder den Parameter der 
beiden Parabeln in den Hauptsehnitten): nur im dem oben (5.) behandelten 
Grenzfalle für *$= 90" wird 2 =d. 

‘. Wir wollen nun das gewonnene Resultat nach beiden Seiten hin 
zusammenfassen, indem wir einmal zeigen, wie das Paraboloid construirt 
wird, sobald das Strahlenpaar ss, gegeben ist, und zweitens wie zu einem 
segebenen Paraboloid alle Strahlenpaare ss, von der verlangten Art ge- 
tunden werden. 

a. Sind zwei windschiefe Gerade ss, gegeben, deren kürzester Ab- 
stand 20 ist und deren Riehtungen den Winkel 9 mit einander bilden, so giebt 
es ein einziges gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid, für welches ss, con- 
jugirte Strahlen und die Axen zugehöriger orthogonaler Ebeneninvolutionen 
sind, und welches gleichzeitig der Ort solcher Punkte ist, die von s und s, 
gleich weit abstehen. Dieses Paraboloid kann auf folgende Art eonstruirt 
werden: 

Man construire zuerst diejenige Gerade k, welche auf beiden ge- 
gebenen Geraden gleichzeitig senkrecht steht, also den kürzesten Abstand 
zwischen denselben dd, =20 enthält. Durch d ziehe man eine Gerade 
parallel zu s, und durch d, eine Gerade o, parallel zu s; auf den Geraden 


en 


o und o, ermitteln wir die Punkte pr und p,”,. welche gleichweit von d 
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und d, nach entgegengesetzten Seiten hin abstehen und zwar um das Stück 
A= a d. h. wir tragen auf s von d aus ein Stück gleich dem kürzesten 
Abstande 20 ab und errichten in dem Endpunkte des abgetragenen Stücks 
ein Perpendikel auf s, welches die Gerade o in dem gesuchten Punkte p 
treffen wird: gleich weit nach der entgegengesetzten Seite hin liegt ab, 
und ebenso werden p, und rn, auf s, gefunden. Ferner nehme man die 
Mitte S zwischen dd,, lege durch S eine Ebene rechtwinklig zu k, ziehe 
in derselben zwei Parallele zu s und s, durch den Punkt S und halbire 
deren Winkel und Nebenwinkel durch zwei zu einander rechtwinklige 
(rerade Z und g. Die beiden durch die Strahlenpaare /k und gk gelegten 
Ebenen mögen ZL und @ heissen und die unendlich - entfernte Ebene (E”) 
beziehlich in g” und 7” schneiden, so dass ! und g” in der Ebene Z liegen, 
q und Z/” aber in der Ebene @. 

Endlich ziehe man durch einen der vorhin ermittelten Punkte p, 7, p,. 7,. 
etwa durch p, diejenige Gerade 7, welche g und g“ trifft, und diejenige 
Gerade g', welehe Z und 7” trifft, dann erhalten wir das ganze Paraboloid, 
indem wir entweder die eine Regelschaar von Strahlen eonstruiren, welche 
gleichzeitig 

IT 
treffen oder die zweite Regelschaar von Strahlen. welche gleichzeitig 


77 
treffen. Statt p hätte man auch einen der anderen Punkte 7, p,. 7, wählen 
können, die aber nieht weiter zur Construction gebraucht werden. 

b. Ist ein gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid gegeben, so giebt 
es unendlich viele Paare solcher eonjugirter Strahlen in Bezug auf dasselbe, 
welche die Axen zugehöriger orthogonaler Ebeneninvolutionen sind: jedes 
Strahlenpaar hat zugleich die Eigenschaft, dass jeder Punkt des Paraboloids 
von ihnen gleich weit absteht, und solche Strahlenpaare ss, können auf 
folgende Weise ermittelt werden: 

Die unendlich- entfernte Ebene E” ist Berührungsebene des gleich- 


seitig-hyperbolischen Paraboloids und schneidet dasselbe in einem recht- 
winkligen Linienpaare /”g”, deren Schnittpunkt S” der Berührungspunkt 
ist. Sei S der Scheitel des Paraboloids, d. h. derjenige einzige Punkt, dessen 
Berührungsebene rechtwinklig ist zu dem Strahle SS”: die Berührungsebene 
des Paraboloids in S schneidet dasselbe in einem reehtwinkligen Linien- 
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paare /g, deren Schnittpunkt S ist: die Gerade SS” ist Hauptaxe des Para- 
boloids und heisse 4. Legt man durch 7k und g%k zwei Ebenen und halbirt 
deren Winkel und Nebenwinkel durch zwei neue zu einander rechtwinklige 
Ebenen, so schneiden dieselben das Paraboloid in zwei Parabeln B” und 
2%}, deren Brennpunkte f und f, auf der Geraden k liegen und von S nach 
beiden Seiten gleich weit um das Stück A abstehen. Nimmt man auf der 
Axe k zwei von S gleich weit abstehende Punkte d und d, innerhalb der 
Strecke ffı beliebig an, so dass, wenn der Abstand dd, = 20 ist. 

Fe 
ist: legt man ferner durch d und d, zwei zu k rechtwinklige Ebenen, so 
schneidet jede derselben das Paraboloid in einer gleichseitigen Hyperbel 
mit den Mittelpunkten d und d, und der kleinsten Axe 2@, welche aus der 
(Gleichung folgt: 

u = 40. 
Endlich zieht man in einer dieser gleichseitigen Hyperbeln, der mit dem 
Mittelpunkt d, durch letzteren einen Halbmesser 

ie= 3; 
[ein solcher Halbmesser ist immer reell vorhanden, da d <A also 440 44 
oder @ <A und a der kleinste in der Hyperbel vorhandene reelle Halb- 
messer ist; er tritt zweimal auf in symmetrischer Lage: er wird dagegen 
nur einmal vorhanden sein für d= 4 oder A=a und ist nieht reell für d >42]. 

Zu dem Halbmesser A construire man den eonjugirten Halbmesser 
(d.h. den zugeordneten vierten harmonischen Strahl zu den beiden mit / 
und g parallelen Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel). Die Gerade, 
in welcher dieser conjugirte Halbmesser liegt, der der Hyperbel bekanntlich 
in keinem reellen Punkte begegnet, heisse s; die durch den Punkt d, zu 
A parallel gezogene Gerade heisse s,, dann bilden s und s, ein Strahlen- 
paar von der verlangten Art. 

Man kann hiernach dureh Veränderung des Werthes d zwiefach un- 
endlieh viele solcher Strahlenpaare ss, herstellen, deren kürzester Abstand 
allemal kleiner, höchstens gleich ist dem Abstand der Brennpunkte der- 
jenigen beiden Parabeln, welche die Schnitteurven der Hauptebenen mit 
dem Paraboloide sind. In diesem Grenzfalle (d=4) sind die beiden Ge- 





vaden s und s, rechtwinklig zu einander gerichtet und nichts anderes, als 
die Leitlinien der Parabeln in den Hauptsehnitten (3.). 


Dass es keine anderen Strahlenpaare ss, von der verlangten Be- 
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sehaffenheit weiter geben kann, als diejenigen, welche dureh unsere Con 
struetion erhalten werden, ist unmittelbar ersichtlich: denn wären ss, irgend 
ein Paar conjugirter Strahlen und zugleich die Axen rechtwinkliger Ebenen 
involutionen, welche ihnen in Bezug auf das Paraboloid zugehören,. so müsste 
diejenige Gerade 4”, welche ihre unendlieh- entfernten Punkte verbindet 
zur eonjugirten Geraden die Gerade k oder dd, haben, welehe auf beiden 
eleichzeitig rechtwinklig ist oder «den kürzesten Abstand beider enthält. 
Die unendlich-entfernte Ebene E” zeht aber dureh 4°, folglich muss ihr 
Pol auf % liegen, und da dieser beim Paraboloid selbst im Unendlichen 
liegt, so ist der unendlich-entfernte Punkt von % der Berührungspunkt des 
Paraboloids mit E”. Hieraus folgt. dass auch der Mittelpunkt 8 zwischen 
d und d, ein Punkt des Paraboloids sein muss: da er aut 4 lieet. so geht 
seine Polarebene dureh 4”, gleiehzeitig aber auch durch S selbst: also ist 
die in S errichtete Normalebene auf dem Strahl A die Berührungsebene im 
Punkte S des Paraboloids, und hieraus folgt, dass S der Scheitel und A die 
Axe des Paraboloids sein muss. Das Strahlenpaar ss, kann also nur ein 
solches sein, wie es unserer Untersuchung (6.) zu Grunde gelegt wurde. 
line andere Frage wäre es, überhaupt einen solchen Strahl s zu 
ermitteln, welcher die Axe einer dem Paraboloid zugehörigen orthogonalen 
Kbeneninvolution ist, ohne dass gleichzeitig die dem eonjugirten Strahle s, 
zugehörige Ebeneninvolution, welche freilich immer eine elliptische sein 
müsste, auch eine orthogonale zu sein braucht. Doch lassen wir diese 


Krage, welehe uns zu weit führen würde. hier unerörtert. 


ll. Das orthogonale Hyperboloid*). 
S. Drehen wir um zwei feste windschiefe Gerade / und /, als Axen 
zwei veränderliche Ebenen X und A,. so dass dieselben beständig recht- 


winklig zu einander sind und bezeichnen ihre Schnittlinie: 


(X, X) u; 





‚ leh erlaube mir diese abkürzende Bezeichnung für das in Rede stehende einfache 
TBERDE Vererf‘ vorzuschlagen, weil die Entstehung desselben diesen Namen rechtfertigt 
es ist nämlich dieses Hyperboloid der Ort aller Sehnittlinien von Ebenenpaaren, die 
rechtwinklig zu einander sind und durch zwei feste windschiefe Axen gehen; auch 
besitzt es die E igenschaft, dass die Kreisschnitte desselben auf zwei Erzeu; senden recht- 
winklig stehen; bei anderen Eigenschaften, welche diese Fläche besitzt, spielt gleich- 
falls, wie wir sehen werden, die Orthogonalität eine besondere Rolle. 
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so beschreiben X und X, zwei projeetivische Ebenenbüschel, also g, eine 
tegelschaar auf einem einfachen Hyperboloid. In der "That, legen wir 
dureh / eine Ebene X, so wird sich dureh /, eine Ebene X, rechtwinklig 
zu X dadureh eonstruiren lassen, dass wir zuerst die Richtung ermitteln. 
welehe normal zu der Stellung der Ebene X ist; der unendlich - entfernte 
Punkt dieser normalen Richtung sei 5”, dann wird die dureh 4 und =” ge- 


legte Kbene die gesuchte X,, d.h. rechtwinklig zu X sein. Bei der Be- 


- 


I. 


wegung von A um die Axe / durehläuft nun S” eine Punktreihe auf einer 
bestimmten unendlich-entfernten Geraden ZL7, nämlich derjenigen, welche in 
der Normalebene der Axe / liegt: die Ebenen X und /5” beschreiben aber 
zwei gleiche also projeetivische Ebenenbüschel, von denen das eine als das 
um 90° eerlrehte andere erscheint. tolelieh ist die von 5° beschriebene 
gerade Punktreihe mit dem von X beschriebenen Ebenenbüschel projeetiviseh, 
also sind auch die Ebenenbüschel: 
(X) und L(X,) 

unter sich projeetivisch. Ihr Erzeugniss, der Ort der Schnittlinie (AA,) = yg 
ist daher eine Ikegelschaar eines einfachen Hyperboloids, von welchem / und /, 
ein Paar Erzeugende der anderen Regelschaar sind. Dieses einfache Hyper- 
boloid, welches wir seiner Entstehung semäss ein orthogonales nennen 
wollen, ist von besonderer Art, wie wir sofort erkennen. Legen wir nänm- 
lich irgend eine Ebene C normal zu dem Strahle /, so wird auf der dureh 
/ vchenden Ebene X sowohl die Ebene X, als auch die Ebene € recht- 
winklie sein, folglich auch die Schnittlinie (X, C); die Ebene © schneidet 
daher «die beiden Ebenen A und X, in zwei zu einander rechtwinkligen 
Strahlen. welche durch zwei teste Punkte gehen, die Durchschnittspunkte 
der Strahlen / und /, mit der Ebene €. Der Ort des Scheitels eines rechten 
Winkels. dessen Schenkel dureh zwei feste Punkte laufen, ist aber ein 
Kreis: folglieh ist die Durehsehnittsenrve der Ebene C mit unserem Ilyper- 
boloid ein Kreis, und dies gilt ebenso von jeder Ebene C, die normal ist 
zu dem Strahle /, wie von jeder Ebene C,, die normal ist zu dem Strahle /,. 
Wir können also folgendes hesultat aussprechen: 

Wenn ein diödrischer rechter Winkel sich so bewegt, dass seine beiden 
lÜbenen sich um zwei feste windschiefe Gerade I und I, drehen, so beschreibt 
die Kante des Winkels ein orthogonales einfaches Hyperboloid von der besonderen 
Art, dass die Ebenen der Kreisschnitte rechtwinklig sind zu den beiden Er- 


seugenden I und I, des Hyperboloids. 
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Da bei dem einfachen Hyperboloid im Allgemeimen keine Erzeugende 
reehtwinklig ist zu einer der Ebenen der Kreisschnitte, so charakterisirt 
diese Eigenschaft eine besondere Art von Hyperboloiden, und wir werden 
sogleich die algebraische Bedingung dafür kennen lernen, dass ein einfaches 
Hyperboloid ein orthogonales sei. 

Wir können das orthogonale Hyperboloid nach dem Vorigen aueh 
so eonstruiren: 

Sind zwei windschiefe Gerade I und I, gegeben und bewegt man eine 
veränderliche Ebene Ü, welche denselben in den Punkten 9 und 9, begegnet, 
so. dass sie beständig rechtwinklig zu I bleibt, dann wird ein über vv, als 
Durchmesser in der Ebene U beschriebener Kreis ein orthogonales Huyperboloid 
erzengen, von welchem I und I, zwei Erzeugende derselben Schaar sind. 
Dasselbe Hyperboloid erhält man als Ort einer zweiten Kreisschaar, wenn man 
eine Ebene Ü, rechtwinklig zu I, fortbewegt und die gleiche Construchon ausführt. 

Durch jeden Punkt x der Geraden / geht eine bestimmte Krzeugende 
q, derjenigen Regelschaar, welcher 7 nieht angehört: wir erhalten g, da 
dureh, dass wir dureh Ax eine Ebene X, legen und dureh / eine zu der 
selben rechtwinklige Ebene X: dann ist die >Schnittlimie (AX q, eine 
Erzeugende dieser Regelschaar, welehe dureh x geht. Nehmen wir insbe- 
sondere für x den unendlich- entfernten Punkt p der Geraden 7 und legen 
die Ebene dureh 7, parallel zu /, so wird die zu dieser rechtwinklig dureh 
den Strahl / gelegte Ebene die vorige in einer Geraden g sehneiden, welche 
offenbar parallel ist mit /. weil sie durch den unendlich-entfernten Punkt 
von ? geht. Ein in dem Sehnittpunkte (Z,g) auf der Ebene (4,9) errichtetes 
Perpendikel liegt in der Ebene (/g), steht reehtwinklig auf Z, und g, folglich 
auch auf Z und /,, ist also diejenige Gerade, welche auf den beiden gege 
benen Strahlen 7 und /, gleiehzeitig rechtwinklig steht oder ihre kürzeste 
Distanz enthält. Machen wir dieselbe Construction in anderer Weise, indem 
wir dureh 7 und den unendlieh-entfernten Punkt p, des Strahles /, eine 
Ebene legen und eine zweite zu dieser rechtwinklige Ebene dureh 4, so 
schneiden sieh beide in einer Geraden g,, welche parallel ist mit /,, und 
der Schnittpunkt (/g,) wird ebenfalls in derjenigen (Geraden liegen, welche 
die kürzeste Distanz der beiden gegebenen Geraden / und /, enthält. Da 
nun 

! parallel zg und g, parallel 


ist, so ist auch die Ebene (/g,) parallel der Ebene (g/,) und die Verbindungs- 


6* 
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linie der Schnittpunkte (/g,) und (Z,g) ist zu beiden Ebenen rechtwinklig, 
enthält also sowohl die kürzeste Distanz der beiden gegebenen Strahlen 
/ und Z,, als auch diejenige der Strahlen y und g.. 

Die vier (seraden /l,gg,, welche paarweise parallel sind, nämlich / 
und g, g, und Z,, und so liegen, dass die Verbindungslinie ihrer Schnittpunkte 
(fg, und (4,g) die kürzeste Distanz für beide Paare / und Z,, g, und g ist, 
sind sämmtlich auf dem orthogonalen Hyperboloid gelegen und gehören 
paarweise den beiden Itegelschaaren desselben an. Legen wir nun irgend 
eine Ebene C rechtwinklig zu dem Strahl /, so ist dieselbe auch zu g reeht- 
winklig: sie schneidet das Hyperboloid in einem Kreise, die vier Strahlen 
!!,yg,g also in vier Punkten eines Kreises: pp,9,.4. In diesem Kreise ist 
pp, ein Durchmesser, und da die Ebene (/g,) der Ebene (Z,g) parallel ist, 
C aber zu beiden rechtwinklig ist, so schneidet sie beide in parallelen Linien: 
folglich sind die Sehnen pq und »,q, im Kreise parallel, also ist auch qq, 
ein Durchmesser des Kreises. Wir erkennen hieraus, dass wir an Stelle 
der gegebenen Strahlen / und Z,, welehe als Axen zweier projeetivischer 
Kbenenbüschel auftraten, deren entsprechende Ebenen zu einander recht- 
winklig waren, auch die beiden mit jenen Erzeugenden Parallelen g, und 
g der zweiten Regelschaar hätten annehmen können, um in gleicher Weise 
dasselbe orthogonale Hyperboloid zu eonstruiren. Also: 

Is lässt sich dasselbe orthogonale Hyperboloid auf zwei verschiedene 
Arten durch je zwei projectivische Ebenenbüschel erzeugen, deren entsprechende 
Ebenen zu einander rechtwinklig sind. Die Axen dieser Ebenenbüschel sind 
zwei zu den beiden Kreisschnitten rechtwinklige Erzeugende I und I, der einen 
Itegelschaar des Hyperboloids oder die mit ihnen parallelen Erzeugenden g; 
und g der andern Regelschaar. 

Die vier Geraden /gl,g, bilden ein windschiefes Viereck auf dem 
orthogonalen Hyperboloid, dessen je zwei auf einander folgende Seiten in 
einer Ebene liegen und sieh in einem Punkte treffen; die Ebene ist allemal 
die Berührungsebene in diesem Punkte am Hyperboloid, und die beiden 
räumlichen Diagonalen des windschiefen Vierecks sind daher conjugirte 
Strahlen (reeiproke Polaren) des Hyperboloids. Nennen wir die Verbindungslinie 
der beiden unendlich-entfernten Punkte p und p} von Zund /, (oder g und g,): 
p’v, = 4" und die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte: 

dg,dg) = k 
d.h. die Gerade, welche die kürzeste Distanz der gegebenen beiden Geraden 
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enthält, so wird, weil % und 4” conjugirte Strahlen sind und A” ganz in 
E” liegt, k ein Durchmesser des Hyperboloids sein, und da die Berührungs- 
ebenen in den Schnittpunkten desselben mit dem Hyperboloid auf ihm 
rechtwinklig sind, so ist % eine Axe des Hyperboloids und zwar diejenige. 
deren Riehtung zusammenfällt mit der wemeinschaftlicehen Riehtung der 
Stellungen der beiden Kreisschnittebenen des IHyperboloids. 

Nunmehr ergiebt sich leicht die Bedingung dafür, dass ein einfaches 


IIvperboloid ein orthogonales ist. Bezeichnen wir die Schnittpunkte: 


dg)=p ÜN=P; 
so ist pp, eine Axe des Hyperboloids, deren Länge wir 
ppı = 2a 

setzen wollen. Die Mitte zwischen pp, ist der Mittelpunkt o des Hyper- 
boloids; eine durch 0 rechtwinklig zu pp veleete bene schneidet das 
Hyperboloid offenbar in einer IIyperbel, deren Asymptoten die durch o zu 
! und g, gezogenen Parallelen sind. Die Halbirungslinien von Winkel und 
Nebenwinkel zwischen diesen beiden Asymptoten sind die Axen der Hvy- 
perbel. von denen die eine reell = 2b, die andere zwar imaginär ist, abeı 
vertreten wird durch das zwischen den Asymptoten abgeschnittene Stück 
auf einer Tangente im Scheitel, so dass, wenn wir dieses = 2e setzen und 
den Winkel zwischen / und g,. welcher < 90 ist, g nennen. 


h ( 
tıyp / 
59 
Ü a 


wird. Es ist nämlich leicht zu sehen, dass diese ganze Hyperbel in die- 
jenigen Scheitelräume des Asymptotenwinkels hineinfällt. welche den 
grösseren, über 90° betragenden, Winkel bilden. Denn da eine durch pp, 
rechtwinklig zu / gelegte Ebene das Hyperboloid in einem Kreise schneiden 
soll und nothwendie in den über 90° betragenden Winkelraum zwischen 
den Asymptoten hineinfällt, so haben wir in diesem Winkelraume einen 
Durchmesser, dessen Länge 2a ist. Die Länge des zu diesem eonjugirten 
Durchmessers wird durch die Asymptoten abgeschnitten auf der Tangente 
der Hyperbel in dem Endpunkte des ersten Durchmessers: schneidet diese 
Tangente die Asymptote, welche zu / parallel ist im Punkte g, so haben 
wir wegen der bekannten Beziehung zwischen den conjugirten Durch- 
messern der Hyperbel: 


og’ PR. JE 
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und wegen der eonstanten Potenz der Hyperbel: 


a.ogqg = b.e, 
folglich: 


/be\? 
| ) — ce —b 
\a 


1 1 1 


a b’ c’ 


oder: 


da nun 2b und Ze, die Hauptaxen der Ilyperbel. zugleich die Haupt- 
axen des Hyperboloids in der auf a reehtwinkligen Hauptebene sind. so 
ist dies die Bedingung dafür, dass das Hyperboloid ein orthogonales ist. 

Wir können dieser Bedingung noch eine andere Gestalt geben, wenn 
wir durch die a- und e-Axe eine Ebene legen, welche das Hyperboloid in 
einer anderen Hyperbel schneiden wird und die Asymptoten dieser Hyperbel 
ermitteln. Bezeiehnen wir auch hier denjenigen Winkel. in dessen Scheitel- 
räumen diese Hyperbel nieht enthalten ist, durch w, so haben wir: 


A 1 


oO 
C Lg 2} 


und die vorige Bedingung abe geht in eine zwischen den Asymptoten- 


winkeln x und w über, welehe die einfache Gestalt annimmt: 


4 . u 
= IM-— 
. - 


Die hieraus sich ergebenden Beziehungen: 


H uU 
\ b C.,.S1im ) 
7 
| I Ad.COS 
| 2 


aus denen hervorgeht, dass nicht nur be, sondern auch b <a sein muss, 
lassen auch eine geometrische Deutung zu, die uns hier nieht weiter 
interessirt. 

9. Nachdem wir uns mit den eharakteristischen Eigenschaften des 
ortıogonalen Hyperboloids bekannt gemacht haben. stellen wir uns die 
Aufgabe: 

Es sind zwei windschiefe Gerade s und s, gegeben; es soll der Ort 
eines Punktes ermittelt werden, dessen Abstände von s und s, in einem gegebenen 
constanten Verhältnisse zu einander stehen. 
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Zuvörderst lassen sich einige besondere Punkte und gerade Linien 
ermitteln, die dem „esuchten Orte angehören. Wir construiren nämlich 
diejenige Gerade k, welche auf beiden gegebenen s und s, gleichzeitig 
rechtwinklig ist, indem wir einmal durch Z4 und den unendlich-entfernten 
Punkt p” von Z! und zweitens dureh / und den unendlieh-entfernten Punkt 
p” von /, je eine Ebene legen und zu diesen beiden parallelen Kbenen, 
welehe sich in den unendlich-entfernten Geraden p’p) schneiden. zwei 
rechtwinklige Ebenen durch / und /, legen. welche sieh in der gesuchten 
Geraden Ak schneiden; den gegebenen Geraden s und s, beeegne k in den 
Punkten d und d,. >ei « das eewebene Abstandsverhältniss. dann wiebt es 
auf k zwei bestimmte in elementarer Weise zu construirende Punkte p und 
p,. für welche: 

pd J d 
nd p,d 


wird: die Punkte p und p, trennen dd, harmonisch und «ehören offenbar dem 


oestiehten Orte an: denn pd und pd, sind die Abstände des Punktes p von 


4 1 1 . 4 . 
den eeeebenen (seraden S und s,;,. WnNd SIe stehen IM lem veoebenen \ er 
hältniss « zu einander. Legen wir ferner durch ks und ks, Ebenen. so 


ojebt es zwei bestimmte in elementarer Weise zu eonstruirende neue Ebenen 
dureh 4, welche die Eigenschaft besitzen, dass jeder ihrer Punkte von den 
heilen Ebenen 4s und As, Abstände besitzt. die in dem vevebenen Ver- 
hältniss « zu einander stehen: diese beiden Ebenen werden durch die 
benen As und ks, harmonisch getrennt und umgekehrt. Legen wir endlieh 
durch den Punkt p eine zu % rechtwinklige Ebene, so schneidet sie die 
heilen zuletzt eonstrnirten Ebenen in den Geraden: 

! und gg. 
und legen wir durch den Punkt p, eine zweite zu 5 reehtwinklige Fbene, 
so schneidet sie die vorigen beiden Ebenen in den Geraden: 

g und 4. 


dergestalt, dass sowohl / und g, als auch g, und /, einander parallel sind, 
während der Schnittpunkt (/g,) =p und (gl) = p, Ist. Die Richtungen von 
! und /, (oder der mit ihnen parallelen g, und g) sind aber bestimmt durch 
das gegebene Verhältniss: 


sin (Is) sin (/ s) 


sin(is) sin(is,) 
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es geht nun aus dieser Construction unmittelbar hervor, dass die vier 
(reraden //,gg, sämmtlich dem gesuchten Orte angehören müssen. 
In der "That, denken wir uns (Fig. 1.) in der durch den Punkt p zu 
k rechtwinklig gelegten Ebene (/g,) durch p eine Parallele o zu s und 
eine Parallele o, zu s, gezogen, so werden 00, dureh /qg, harmonisch ge- 
trennt vermittelst des Sinusverhältnisses_ «. 
Big. | Legen wir dureh irgend einen 
Punkt x der Geraden / eine Ebene 
normal zu s, also auch normal zu 
o und möge dieselbe den Strahlen 
s und o in den Punkten p und 
! n begegnen, so wird das Drei- 
eek xrıp bei 7 rechtwinklig sein, 
ö die Seite ap = pd haben und die 
Seite x wird der Abstand des 
L y Punktes x von o sein. Legen 
/ wir sodann eine zweite Ebene 
dureh denselben Punkt x normal 
zu dem Strahle s,. und trifft die- 
d/ id: . selbe die Strahlen s, und o, in 
\ e p, und z,, so gilt für das Drei- 
U) eck 277,9, das Analoge, d.h. es 
ist auch bei 7, rechtwinklig, hat 
SA = pd, und rn, ist der Ab- 
stand des Punktes x von o,: nun 
haben wir aber: 
sıy pd 
ap pd, 
In  sin(lo) 
Vor sin (lo, ) 
folglich: 
g, I, np _ rn 
a,» vr 
d. h. die Dreiecke g7p und x7,p, sind ähnlich, weil sie einen Winkel 
gleieh (90) und die ihn einschliessenden Seiten proportional haben; mithin 
stehen auch die dritten Seiten in demselben Verhältniss zu einander d.h. 
vp 
Yp, 


zu 4 2 
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nun sind aber rp und xp, die Perpendikel von dem willkürlich auf / »e- 
wählten Punkie x auf die beiden gegebenen Geraden s und s,. folglich 
gchört der Punkt £ dem gesuchten Orte an, und dasselbe gilt offenbar für 


ieden Punkt der drei übrieen Strahlen Z,gg,. wodureh unsere voriee Be- 
) > 99: | 


hauptung bestätigt ist. 

10. Aus den vier besonderen Geraden /l,gg,. deren Punkte den 
Forderungen der Aufgabe genügen, können wir nun den gesammten Ort 
der gesuchten Punkte ermitteln, indem wir dureh /Z,gg, ein orthogonales 
Hyperboloid (8.) legen; d. h. drehen wir um / und Z, (oder was nach (8.) 
auf dasselbe hinausläuft, um g, und g) zwei zu einander rechtwinklige 
Ebenen, so beschreibt die Schnittlinie derselben g, eine Regelschaar dieses 
Hyperboloids, dessen Punkte die Eigenschaft besitzen, dass das Ver- 
hältniss ihrer Abstände von den gegebenen beiden Geraden s und s, den 
gegebenen Werth « hat. 

Wir haben nämlich (Fig. 1) durch p die beiden Geraden o und o, 
zu s und s, parallel gelegt und daher in einer zu k rechtwinkligen Ebene 
die vier harmonischen Strahlen 00,g,! wegen der Gleichheit der Verhältnisse: 

sin(lo) sin(g,o) 


= - = U; 
sin(/o,) sın(g, o,) 


ziehen wir noch durch p einen Strahl y, parallel zu g, und verbinden y, 
mit 00,2g, durch Ebenen, so erhalten wir einen Büschel von vier harmonischen 
Ebenen. Da aber die Ebene y,g, parallel ist der Ebene g,l, und die 
Ebene y,! zusammenfällt mit der Ebene g,/, endlich die Ebenen q,! und q,l, 
zu einander rechtwinklig sind nach unserer Construetion, so werden auch 
die Ebenen y,! und y,g, zu einander rechtwinklig sein; sobald aber von 
vier harmonischen Ebenen zwei zugeordnete zu einander rechtwinklig sind, 
halbiren sie die Winkel zwischen den beiden andern zugeordneten; folg- 
lich sind die Ebenen y,! und 7,9, die Halbirungsebenen der Neigungs- 
winkel zwischen den Ebenen y,0o und y,0,. Bekanntlich verhält sich aber, 
wenn man in einem Dreikant y,00, den Neigungswinkel an einer Kante 
y, durch eine Ebene halbirt, welche die gegenüberliegende Ebene des 
Dreikants in einer Geraden / schneidet: 

sin(y.0) sin (lo) 

sin(y.0,) “ sin(lo,) 


sin(y.0) 
in(y 
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tolelich hat nach dem Vorigen auch das Verhältniss den Werth u, 


9,) 
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und da den Strahlen 7,00, beziehlich parallel laufen die Strahlen y,ss,, so 
haben wir zwischen den Richtungen derselben die Bedingung gefunden: 


sin(gs) __ 
sin(gs) 


u 


d.h. die Erzeugenden g, einer Regelschaar des orthogonalen Hyperboloids 
verändern ihre Richtung dergestalt, dass das Sinusverhältniss der Winkel, 
welche ihre Richtung mit den beiden festen Richtungen von s und s, bildet, 
den constanten Werth u behält. 

(Dass dasselbe auch für die Erzeugenden /, der andern Regelschaar 
gilt, braucht nicht besonders nachgewiesen zu werden, da die Erzeugenden 
der beiden hegelschaaren paarweise parallel laufen.) 

Nehmen wir jetzt irgend eine Erzeugende g, der einen Regelschaar, 
so wird dieselbe den beiden Erzeugenden 7 und Z, der andern Regelschaar 
in den Punkten a und 5 begegnen: diese besitzen, weil sie auf den Geraden 
! und /, liegen, wie oben (9.) bewiesen wurde, die Eigenschaft, dass ihre 
Abstände von s und s, in dem gegebenen Verhältniss « zu einander stehen. 
Seien also aa und bb die Perpendikel aus a und b auf s und aa,, bb, die 


Perpendikel aus a und b auf s,. so wird sein: 


aa bb 
aa, 8 bb, a 
ferner wird, wenn wir durch a eine Parallele 6 zu s und eine Parallele o, 
zu s, ziehen, auch 
sin(g,0o) dA 
sin (g,0,) 
sein. 

Eine Normalebene durch 5 zu dem Strahle s gelegt, muss offenbar 
durch b gehen und wird den Strahl o in 5 treffen: ebenso wird eine Normal- 
ebene durch 5 zu dem Strahle s, gelegt, durch b, gehen und den Parallel- 
strahl o, in ?, treffen. Zu diesen beiden Ebenen sind offenbar auch o und 
o, Normalen, weil sie zu s und s, parallel sind, folglich sind 55 und b> 
rechtwinklig zu o, b und bb rechtwinklig zu s u. s. w. 

Wir haben nunmehr: 


bP = ab.sin(g,0), 
bp — (la, 
aa db bb 


= == 
an, 


u a’ bb, er. 
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und 
b? sin(gy,0) 
1 r == m2 
bp, sin(g,0,) 
folglich: 
bP:Pb:bb = bP,: Pb: bb, 


.d. h. die beiden Dreiecke bpb 


und 5P,b, sind ähnlich, weil ihre 
Seiten proportional sind. Aus 
der Aehnlichkeit der Dreiecke 
folgt aber die Gleichheit der 
Winkel, nämlich: 
ZbPb = Z bPb, 

oder, was dasselbe ist, die 
(rleichheit der Neigungswinkel 
der Ebenen: 

L-(08,09,) = £ (0,8,, 019.). 
weil der Neigungswinkel zwi- 
schen den beiden Ebenen, welche 
durch os und durch og, gelegt 
werden, dem ebenen Winkel bb 


gleich ist, da oa Normale zu der Ebene bb ist. 


/ h 
/ 
/ 
1} 6, 
Pi 
£ P43 
r \ 
’E 
r ri 
# 
ei 


Nehmen wir nunmehr auf dem Strahle g, einen beliebigen Punkt x 


an (Fig. 2.) und legen durch ihn eine Normalebene zu s, welche den Strahlen 


Oo’ 
Lee) 
s und o in x und 5 begegnet, und eine Normalebene zu s,, welche die Strahlen 


s; und o, in x, und 5, trifft, dann leuchtet unmittelbar ein, dass auch die 


Dreiecke: 


T 


e£ ui zu 


einander ähnlich sein müssen, weil sie zwei Seiten proportional und den 


von ihnen eingeschlossenen Winkel gleich haben; es ist nämlich: 


st=aa 
Sıtı z— an, 
also 
und 
/ 


eö=azx.sin(y,0), 


' ws, —= ar.sin(g,0,), 


st TS 
£ ee BE En _ 

. . ke 
Sl, Us, 
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weil diese ebenen Winkel den Neigungswinkeln 
Z(0s,0g,) = £ (0,8, 0,9.) 
resp. gleich sind. 
Aus der Aehnliehkeit der Dreiecke folgt nun auch die Proportio- 
nalität des dritten Seitenpaars: 


und da er und zx, nichts anderes sind, als die Perpendikel aus dem Punkte 
x auf die beiden Strahlen s und s,. so haben wir das Resultat: 

Jeder Punkt des orthogonalen Hyperboloids besitzt die Eigenschaft, 
dass seine Abstände von den beiden festen Geraden s und s, in dem gegebenen 
Verhältniss u zu einander stehen. 

Aber auch umgekehrt lässt sich zeigen, dass es weiter keine Punkte 
im Raume giebt, die der Forderung der Aufgabe genügen, als diejenigen 
unseres orthogonalen Hyperboloids, denn die Umkehrung unserer vorigen 
Schlussfolgerung ist zulässig. Wir haben gezeigt: Wenn eine Gerade g,. 
welche die Strahlen Z/ und 4, trifft, eine solehe kiehtung hat, dass das Ver- 


sin (q.$) 


hältniss den Werth « besitzt, dann genügt jeder Punkt x von ihr 


sin(g.8,) | <; 
der Forderung der Aufgabe. Ebenso gilt das Gegentheil: Wenn eine Ge- 
rade g,, welche die Strahlen / und /, trifft, eine solehe Richtung hat, dass 
sin(g.s) 
sin(g,$,) 
kein Punkt von ihr der Forderung der Aufgabe, ausser den beiden Punkten, 


das Verhältniss einen von « verschiedenen Werth hat, dann genügt 


in welchen sie / und Z, triftt. Der Beweis hierfür ist aus dem Vorigen er- 
sichtlich. Hieraus folgt aber, dass, wenn eine Gerade g,, welche 7 und 7, 
in und 5b trifft, noch irgend einen dritten Punkt besitzt, welcher der 
Forderung der Aufgabe genügt, dann dasselbe für alle Punkte der Fall ist 
und sie der vorigen Regelschaar angehört. Gäbe es nun irgend einen 
Punkt x im Kaume, welcher der Forderung der Aufgabe genügte, so könnten 
wir dureh ihn immer eine Gerade ziehen, welche /! und L in Punkten 
a und b träfe, und wir hätten dann auf ihr drei Punkte, welche der Forde- 
rung der Aufgabe Genüge leisteten, folglich müsste sie eine Erzeugende y, 
sein: es giebt also keine anderen Punkte als die des Hyperboloids, weiche 
die Forderung der Aufgabe erfüllen. 


Nunmehr können wir das gewonnene Resultat so aussprechen: 
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Der Ort sämmtlicher Punkte im haume, für welche das Verhältniss 
ihrer Abstände von zwei festen windschiefen Geraden ss, einen gegebenen con- 
stanten Werth u hat, ist ein orthogonales Hyperboloid, welches auf folgende 


Weise eonstruirt wird: 


2 1) Man construire diejenige Gerade %, welche auf beiden gegebenen 
s und s, gleichzeitig rechtwinklig ist und ihnen in den Punkten d und d, 
begegnet; auf der Geraden % bestimme man diejenigen beiden Punkte p 
und Pı: deren Abstände von d und d, (absolut genommen in dem gerebenen 
kte ; Verhältniss « zu einander stehen und welche dd, harmonisch von einander 
e trennen: 
fl, 4 pd p.d 
ven pd, ee p.d 
2) Auf der unendlich - entfernten Geraden 4”, welche die beiden 
kte unendlich-entfernten Punkte p” und p/ von s und s, mit einänder verbindet. 
‚en bestimme man diejenigen beiden unendlich-entternten Punkte =" und a7. 
en welche solche zwei Richtungen bestimmen, dass die Winkel zwischen den- 
Tr» selben den Bedingungen genügen: 
eT- sin(p” a”) sin(p” * 
sin(p) r” ) Er sin(p” r” ) ' 
Ihr verlegt man diese vier Richtungen in eine und dieselbe Ebene, so werden 
@- die Strahlen nach p” und p” dureh die Strahlen nach 7” und 7° harmonisch 
58 getrennt vermittelst des gegebenen Sinusverhältnisses. 
‚ot 3) Man ziehe die Verbindungslinien: 
. a)=l (Wa), 
5 (p H)=gu FE ET 
I, und lege durch diese vier Strahlen ein orthogonales Hyperboloid, indem 
eı man entweder um / und /, oder um g und g, zwei zu einander reeht- 
ist winklige Ebenen dreht, deren Sehnittlinie je eine Regelschaar des Hyper- 
en boloids beschreibt. 
en 11. Die umgekehrte Aufgabe: „Wenn ein orthogonales Hyperboloid 
en gegeben ist, ein solches Strahlenpaar ss, zu ermitteln, dass die Abstände jedes 
&- Hyperboloidpunktes von den beiden Strahlen in einem gegebenen constanten Ver- 
q, hältnisse zu einander stehen“, lässt sich folgendermassen lösen, indem wir 
he annehmen, dass der Werth des gegebenen Verhältnisses von 1 verschieden ist. 





Die Kreisschnitte des gegebenen orthogonalen Hyperboloids sind, 


Pen) 


wie wir (8.) gesehen haben, rechtwinklig zu den Riehtungen zweier be- 
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stimmten Paare von parallelen Erzeugenden aus den beiden Regelschaaren 

des Hyperboloids; das eine Paar paralleler Erzeugender sei / und g, das 

andere g, und 4, während / und /, der einen. g und g, der andern Regel- 3 

schaar angehören und die Schnittpunkte: ; 
dg)=p,. (gı)=Ppı 

bezeichnet werden, die unendlich-entfernten Punkte der parallelen Geraden- 

paare aber 


W=r, er 


heissen sollen. . 
Bezeichnen wir endlieh die Verbindungslinien: H 


ppı — Äh, 
nn = KK, 
so wissen wir aus dem Früheren (8.), dass k und A” conjugirte Strahlen 
in Bezug auf das Hyperboloid sind und % diejenige Hauptaxe desselben 
ist, dureh welche zwei Kreisschnitte gehen. 

Um nun ein solches Strahlenpaar ss, zu ermitteln, dass die von 
jedem Punkte x des Hyperboloids auf s und s, herabgelassenen Perpendikel 
ay und zr, in einem gegebenen Verhältnisse: 

zT 

Bi’ ee 

Ä ar 
zu einander stehen, bestimmen wir zuerst auf der Geraden k oder pp, zwei 
solche zugeordnet-harmonische Punkte dd,, dass die gegebenen Punkte p 
(und p,) Abstände von ihnen haben, deren Verhältniss den gegebenen Werth 
ıı besitzt. Hierzu können wir, ohne die Allgemeinheit der Auflösung zu 
beschränken. «u in die Grenzen 0 und 1 einschliessen: 
0<a<1; 


eher 









denn da die Punkte pp, und dd, einander harmonisch trennen, so wird einer 
der letzteren innerhalb, der andere ausserhalb der Strecke pp, liegen: 
nennen wir d den Punkt zwischen pp, und sei o die Mitte zwischen pp.. 
so ist die geforderte harmonische Bedingung mit Rücksicht auf die Richtung 
der Strecken: 

dp ).d 

= TE 5 


1 
i 





und einer Veränderung von « in — entspricht eine Vertauschung von d 
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und d,, einer Veränderung von « in —« entspricht eine Vertauschung von 
p und p,; wir können also alle anderen ausserhalb des Intervalls 
<< u<t 
liegenden Werthe von w erhalten durch eine blosse Vertauschung von d 
und d, und von p und p,: geometrisch ist die Beschränkung von «u auf das 
Intervall O bis 1 gleichbedeutend mit der Annahme des Punktes d innerhalb 
der Strecke op. Wir werden sogleich erkennen, dass zur reellen Lösung 
der Aufgabe « auf ein noch kleineres Intervall beschränkt werden muss. 
Um nun die Punkte d und d, aus den jedingungen: 


dp p, d 
- == 8 == 
pd, p,d, 
zu finden, bemerken wir, dass aus ihnen folgt: 
dd, ENTER dd, wir pd, & Ir Bi dp Be 7 2 
pd, Ä p.d, ea p,d I+ u p,d p.d I+- u 


und da 
s(pıp)=Pı0=0p 
ist, so folgt: 


pıd= po(l-u), 
dp = op(l— u) 





und 
pdı = op( : — L), pidı = p,0( - - 1), 
woraus sich ergiebt: 
| od = u.op, 
| od, wi op. 
A 


Da nun « und die Punkte pp,, also auch die Mitte o zwischen ihnen 
gegeben sind, so sind die Punkte d und d, hierdurch in einfachster Weise 
bestimmt; da 0 <u<Z1, so liegt d zwischen op, und d, ausserhalb op auf 
der über p hinaus in der Richtung von op verlängerten Hälfte der unendlich- 
langen Linie. 


Zweitens müssen wir auf der unendlieh-entfernten Geraden Ak”, welche 
die unendlich - entfernten Punkte x” und 7) der bekannten Geraden 7 und 
9, verbindet, zwei solche Punkte p” und p; bestimmen, welche jene har- 
monisch trennen und deren Richtungen Winkel mit einander bilden. für 
welche die Sinus in dem gegebenen Verhältniss zu einander stehen, d. h. 

sin(p” rı” ) 
sin(p” ı”) 


u, 





- 
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ls wird nun zweekmässig sein, dass wir die Richtungen der unendlieh-ent- 
fernten Punkte durch Strahlen ersetzen, die von einem beliebig ‚gewählten 
Mittelpunkt aus nach ihnen hingehen: die Frage gestaltet sich dann so: 
Die von zwei gegebenen Strahlen / und g, gebildeten Winkel sollen durch 
zwei gesuchte Strahlen o und o,, die durch den Sehnittpunkt der ersteren 
sehen, so getheilt werden, dass das Sinusverhältniss: 

sin(lo) 

sin(lo) 
wird. Diese elementare Aufgabe lösen wir am kürzesten, indem wir uns 


u 


der bereits construirten Punkte dd, auf der Geraden pp, bedienen und in 
einer beliebigen durch pp, gelegten Ebene operiren. Legen wir nämlich 
in einer solehen Ebene über die Sehne pp, einen Kreis, für welchen der 
der Sehne pp, zugehörige Peripheriewinkel gleich ist dem von den gegebenen 
Strahlen /g, gebildeten Winkel %, und schlagen wir um o mit dem Radius 
od, einen zweiten Kreis, welcher den vorigen in den Punkten PP’ schneidet. 
so werden die vier harmonischen Strahlen: 
Pp=4, Pa=Y, Peo=o, PP=o, 

die verlangte Eigenschaft besitzen, dass einmal die Strahlen 4 und y, den 
vesebenen Winkel (/gq) = einschliessen und zweitens das Sinusverhältniss 


sin (4.0) 
: = U 
sin(A0,) | 
wird. 
Fig. 3. In der That (Fig. 3) es ist: 
sin(Ao) op 
a p sin(A@,) oP 
N zu \ 6, und da 
oP = od, 
ist, 
\ sin(A0o) op 
\\ “ Y/ sinAo) od 
i p d 0 D, 


Es bleibt aber noch übrig, die 
j Möglichkeit und die Mehrdeutig- 
keit der Lösung zu diseutiren. 
Was die letztere betrifft, so ent- 
sprechen die zwei Lösungen 
(für P und P’). welche die Aufgabe im Allgemeinen zulässt, nur einer Ver- 
tauschung der Strahlen A und 7, (oder Z/ und g,), was in der Natur der 
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Aufgabe begründet ist. Ob aber die Lösung immer möglich ist, hängt davon 
ab, ob die beiden construirten Kreise sich schneiden oder nicht, und ersteres 
ist nur der Fall, wenn 
y en PN Y 
tg 5 <u< cetg “ 
ist. Da u zwischen 0 und 1 liegen soll, so müssen wir für denjenigen 
Winkel zwischen den beiden Strahlen / und g, wählen, der < 90" ist, was 
auch mit der in 8. gemachten Voraussetzung übereinstimmt. Dann ist die 


. . > ( . n. . . . 
zweite Ungleichung u<etg, eo Ipso erfüllt, und es bleibt nur die eine 


Bedingung ührig: 


‘ 
u > to p } 
N - O2 


welche erfüllt werden muss, wenn es reelle Strahlen 00, geben soll. Dieser 
Bedingung lässt sich eine sehr anschauliche geometrische Bedeutung ab- 
gewinnen. Erinnern wir uns nämlich der geometrischen Bedeutung von y 
für das orthogonale Hyperboloid, welche in 8. erwähnt wurde, so haben wir: 


ni 9 6b 
g — 


2 c 


und 9 war der Asymptotenwinkel (<Z90") in derjenigen Hyperbel des 





Hauptschnittes, dessen Ebene rechtwinklig zur Axe pp, (= 2a) ist. Zwischen 
den Hauptaxen des orthogonalen Hyperboloids besteht aber die Beziehung (8.) 


1 Pit un 


a” a 


folglich wird: 
p ya’—b’ 


to - — 
2 a 


2a und 2b sind die Hauptaxen in der Ellipse, welche einen Hauptschnitt 
des Hyperboloids bildet, und Ja’ — b' ist (da b<Za) der Abstand eines Brenn- 
punkts vom Mittelpunkt dieser Ellipse, d. h. von dem Punkte 0. Bezeichnen 
wir also die Brennpunkte der Ellipse des Hauptschnitts durch f und F, so ist: 


of 


or = 
‘ 
nz op 


t 


od : s s : N r 
und u = = die vorige Bedingung geht also in die einfachere über: 


od > of, 
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d. h. der Punkt d darf nur zwischen Brennpunkt und zugehörigem Scheitel 
der Ellipse liegen, welche einen Hauptschnitt des orthogonalen Hyperboloids bildet. 

Hieraus folgt, wenn wir fı und F, die Brennpunkte der Hyperbel 
nennen, welche ein Hauptschnitt ist und deren reelle Axe mit der grüsseren 
Axe der Ellipse (2a) coineidirt, dass d, nur zwischen p und fi} liegen kann; 
dass also das Punktepaar f und f, ein besonderes Paar d und d, bildet, 
welches eine Grenze statuirt, die nicht überschritten werden darf, d. h. die 
Streeke dd, muss ganz innerhalb der Strecke ff, liegen (oder auf der andern 
Seite zwischen FF,). Denn es geht aus der Bedingung für das orthogonale 
Hyperboloid unmittelbar hervor, dass ff, durch pp, harmonisch getrennt 
werden, weil 

of.ofi = op’, 
d.h. 
Y@—bYa+cd = a 
ist. Wir bemerken noch, dass auch der Winkel 9, welchen die gesuchten 
beiden Strahlen o und o, mit einander bilden, leicht durch die gegebenen 
Grössen ı« und Y ausgedrückt werden kann. Drücken wir nämlich die 
Fläche des Dreiecks Ppp, in doppelter Weise aus, so folgt: 
2.op.oP.sin$ = Pp.Pp,.sing. 

Es ist aber: 


oP = od, 
und: 
Pp-+ Ppı = 20dı + 20p' = 4op’+2Pp.Pp,.c0sg 
tolglich: 
re — ctgp.sind, 
und da 
op = u.od, 
ist, so folgt: 
et i 
2 typ = sind. 


Aus dieser Relation ergiebt sich ebenfalls, wenn sin® <Z1, also 9 ein reeller 
Werth sein soll, die vorhin gefundene Bedingung: 


u > tg, 


(Zur Construction von 9 würde sich am besten die aus der vorigen Gleichung 
folgende Beziehung: 

d,d.tgp = pp..sind 
eignen.) 
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Nachdem wir die Strahlen o und o, in einer beliebigen durch die 
Hauptaxe k des Hyperboloids gelegten Ebene construirt haben, verlegen 
wir sie in die durch die beiden Strahlen 7 und g, bestimmte Ebene und 
erhalten dadurch die gesuchten unendlich-entfernten Punkte p” und p}, nach 
welchen die Strahlen o und o, hingehen. Dass dies in doppelter Weise 
geschehen kann, ist oben bemerkt worden; da aber die eine Lage nur die 
symmetrische der andern ist in Bezug auf die Strahlen / und g,, so brauchen 
wir nur eine dieser Lagen in’s Auge zu fassen. Die von uns in der an- 
gegebenen Weise eonstruirten vier Punkte dd,p”p, sind die Ecken eines 
Polartetraäders in Bezug auf das Hyperboloid, denn dd, und p”p, liegen 
auf zwei conjugirten Strahlen Ak und A” des Hyperboloids und sind selbst 
conjugirte Punktpaare, weil sie harmonisch getrennt werden durch die Sehnitt- 
punkte mit dem Hyperboloid pp, und n’”n,. Von diesem Polartetraäder 
sind mithin auch die beiden übrigen Paare von Gegenkanten conjugirte 
Strahlen in Bezug auf das Hyperboloid. Dieselben unterscheiden sich aber 
wesentlich von einander dadurch, dass das eine Paar Gegenkanten dem 
Hyperboloid in reellen Punkten begegnet, das andere nicht. In der 
That, eine durch d und 4” gelegte Ebene schneidet das Hyperboloid in 
einer Hyperbel, deren Asymptoten zu Z und g, parallel sind, und da 00, 
durch /g, harmonisch getrennt werden, so sind 00, eonjugirte Durchmesser 
der Hyperbel, von denen der eine nothwendig ihr in reellen Punkten, der 
andere nicht begegnet. Ebenso ist die Schnitteurve einer durch d, und 
k” gelegten Ebene mit dem Hyperboloid eine Hyperbel, welche Asymptoten 
hat, die zu / und g, parallel laufen, und hier haben die mit den vorigen 
parallelen Theilstrahlen 00, dieselbe Eigenschaft. Von diesen beiden Hy- 
perbeln, deren Asymptoten parallel sind und die Winkel p (< 90”) und 180° — y 
(>> 90°) mit einander bilden, wird die eine ganz in den beiden Scheitelräumen 
des Winkels 9, die andere ganz in den Nebensecheitelräumen, d. h, denen 
des Winkels 180’—g enthalten sein; denn eine Ebene, welche durch % 
rechtwinklig zu / gelegt wird, muss das Hyperboloid in einem Kreise 
schneiden, dessen Durchmesser pp; ist, und die Ebenen der beiden Hyperbeln 
in zwei Geraden, welche in d und d, auf der zu / parallelen Asymptote 
senkrecht stehen; diese beiden Geraden fallen also nothwendig in den 


Winkelraum 180’—g und von diesen beiden Geraden hat die eine, durch 

d gehende, weil d innerhalb des Kreises (zwischen pp,) liegt, reelle Schnitt- 

punkte mit dem Kreise, also auch mit der Hyperbel, die andere, durch d, 
N * 
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gehende, weil d, ausserhalb des Kreises (ausserhalb pp.) liegt, keine reellen 
Schnittpunkte mit dem Kreise, also auch keine mit der Hyperbel. Die erste 
Hyperbel, deren Mittelpunkt d ist, wird daher ganz in den Scheitelräumen 
des Winkels 180’—g und die andere Hyperbel, deren Mittelpunkt d, ist, 
wird ganz in den Scheitelräumen des -Winkels % enthalten sein. Die Ge- 
raden dp” und dp theilen aber harmonisch die Winkel zwischen den 
Asymptoten, und d,p” und d,p; sind mit ihnen beziehungsweise parallel; 
wenn also der Strahl dp” in den Winkelraum () fällt, so muss dp, , also 
auch d,p, in den Winkelraum (180’— y) hineinfallen. Von den betrachteten 
zwei Paaren von Gegenkanten unseres Polartetraäders muss also das eine 
dem Hyperboloid in reellen Punkten begegnen, das andere nicht. (Wir 
hätten uns diese etwas umständliche Discussion ersparen können, wenn wir 
die allgemeinen Eigenschaften des räumlichen Polarsystems als bekannt 
hätten voraussetzen wollen.) Was nun das erste Paar anbetrifft, so ist klar, 
dass für diese Geraden das Abstandsverhältniss der Hyperboloidpunkte keinen 
constanten Werth haben kann, denn da ein Punkt des Hyperboloids, auf 
dem einen Strahl selbst liegt, also von ihm den Abstand 0 hat, so müsste 
sein Abstand von dem andern auch O sein, d. h. die beiden Gegenkanten 
müssten sich treffen, was factisch nieht der Fall ist. Es bleiben also nur 
die zwei Gegenkanten des Polartetraäders übrig, welche dasselbe nicht 
treffen, und diese sind die gesuchten Strahlen ss,, welche die vorgelegte 
Autgabe lösen; denn construiren wir umgekehrt für sie den Ort der Punkte, 
welche von s und s, Abstände besitzen, deren Verhältniss den gegebenen 
Werth « hat, so erhalten wir das ursprünglich gegebene Hyperboloid. 

Für einen gegebenen Werth w giebt es überhaupt nur dann ein 
Strahlenpaar ss, von der verlangten Beschaffenheit, wenn 


p 


ei (V 
u _>tg 2 


ist, wo p den Winkel (<90”) bedeutet, welchen die Ebenen der beiden Kreis- 
schnitte des Hyperboloids mit einander bilden. Nennen wir diejenige Haupt- 
axe des orthogonalen Hyperboloids, durch welche die beiden Kreisschnitte des- 
selben gehen, die a-Axe, diejenige daraufrechtwinklige, welche das Hyperboloid 
in reellen Punkten trifft, die 5-Axe und die dritte auf beiden rechtwinklige, 


welche das Hvperboloid nicht trifft, die c-Axe, so dass in den Hauptebenen‘ 


die Sehnitteurve mit der ab-Ebene eine Ellipse mit den Brennpunkten f 
und F, welehe auf der a-Axe liegen, die Schnitteurve mit der ac-Ebene 
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eine Hyperbel wird mit den Brennpunkten f, und F,, welche in derselben 
a-Axe und den gleichen Scheiteln zunächst liegen — dann wird das Strahlen- 
paar ss, die a-Axe in zwei solchen Punkten d und d, treffen, welche inner- 
halb der Strecken ff, oder FF, liegen, und harmonisch getrennt werden 
durch die der Ellipse und Hyperbel -gemeinschaftlichen Scheitel, und durch 
diese Punkte dd, werden beziehlich die Strahlen ss, rechtwinklig zur a-Axe 
in gewissen Richtungen (00,) gehen. Wie die Punkte dd, und die Richtungen 
00, gefunden werden, ist oben gezeigt worden. 

Ist aber ein solches Strahlenpaar ss, gefunden, so gehören allemal 
zu demselben Werthe « noch drei andere Strahlenpaare, die wir erhalten, 
indem wir einmal von dem ersten Strahlenpaar das Spiegelbild in Bezug 
auf die ac-Ebene (oder ab-Ebene) nehmen und dann von beiden Strahlen- 
paaren die Spiegelbilder in Bezug auf die be-Ebene nehmen. Es gehören 
also zu einem und demselben Werthe von u allemal eier Strahlenpaare ss,. 
Verändern wir den Werth von u, so verändern sich sowohl die Treffpunkte 
dd,, aber nur innerhalb der Strecken ff, und FF,, welche selbst die Grenze 
bilden, als auch die Riehtungen von ss,. welche den Winkel 9 mit einander 
bilden, aber unverändert bleibt nach dem Vorigen das Verhältniss: 

Pre Er 7, 
Hierdurch ist die vorgelegte Aufgabe vollständig gelöst. 
In dem besonderen Grenzfall, wenn d nach f und d, nach f, geht, 


’ fp a . n . i 
wird u =te* und der oben ermittelte Werth von 9 = 90": die kichtungen 


8: 
von o und o, werden nach der obigen Construction die Halbirungsrichtungen 
von Winkel und Nebenwinkel zwischen den Strahlen 7 und g,, d. h. die 
Richtungen der b- und e-Axe: die Strahlen s und s, fallen also in die 
ace-Ebene und ab-Ebene und werden die den Brennpunkten f und f, zu- 
gehörigen Leitlinien der Ellipse und Hyperbel in den Hauptschnitten. Wir 
haben also folgenden besonderen Satz: 

In einem orthogonalen Hyperboloid gehen durch diejenige Hauptazxe, 
durch welche die beiden Kreisschnitte gehen, zwei Hauptschnitte: eine Ellipse 
und eine Hyperbel, welche dieselben zwei Scheitel haben. Die beiden einem und 
demselben Scheitel zunächst liegenden Leitlinien von Ellipse und Hyperbel 
gehen zugleich durch die diesen Leitlinien zugehörigen Brennpunkte und bilden 


ein solches besonderes Strahlenpaar s's,, für welches die Abstände eines jeden 
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Hyperboloidpunktes von ihnen in constantem Verhältnisse (= 7 zu einander 
stehen. 


12. Die Strahlenpaare ss,, welche wir im Vorigen ermittelt haben, 
besitzen noch eine zweite von der metrischen Eigenschaft des constanten 
Abstandsverhältnisses wesentlich verschiedene und für das orthogonale Hyper- 
boloid charakteristische Eigenschaft, zu der wir gelangen, wenn wir die 
diesem Paare conjugirter Strahlen zugehörigen Punkt- und Ebeneninvolutionen 
in Bezug auf das Hyperboloid aufsuchen. Da im räumlichen Polarsystem 
allemal die Punktinvolution eines Strahles perspeetivisch liegt mit der 
Ebeneninvolution des conjugirten Strahles, so sind in unserem Fall, weil 
die Strahlen ss, keinen Punkt des Hyperboloids enthalten, beide Punkt- und 
beide Ebeneninvolutionen elliptisch, und da die letzteren mit den ersteren 
perspectivisch liegen, xso brauchen wir nur die Potenzpunkte der ersteren 
zu ermitteln, weil die Mittelpunkte dieser Punktinvolutionen offenbar die 
Punkte d und d, sind, deren eonjugirte Punkte im Unendlichen liegen. 

Wenn wir uns durch die Punkte d und d, zwei Ebenen D und D, 
rechtwinklig zu der a-Axe des Hyperboloids gelegt denken, so sind die 
Durcehschnittsfiguren derselben mit dem Hyperboloid zwei Hyperbeln, deren 
Mittelpunkte d und d, sind und deren Asymptoten diejenigen Geraden sind, 
welche durch d und d, parallel mit ! und g, gezogen werden können. Wenn 
wir, wie dies bisher geschehen ist, den spitzen Winkel (< 90°), welchen 
die Strahlen / und g, mit einander bilden, durch y und den stumpfen Winkel 
(> 90°) dureh 180’—g bezeichnen, so liegt, wie dies ebenfalls oben nach- 
gewiesen ist (11.), die Hyperbel der Ebene D ganz in den Scheitelräumen 
des stumpfen Winkels (180°—g) und die Hyperbel der Ebene D, ganz in 
den Scheitelräumen des spitzen Winkels (p). Wir können diese beiden 
Hyperbeln vollständig bestimmen, d. h. ihre Axen angeben, wenn wir noch 
eine Hülfsebene legen durch die a-Axe rechtwinklig zu der Asymptote 7; 
diese Ebene schneidet das Hyperboloid in einem Kreise, dessen Durchmesser 
2a ist, die Ebenen D und D, in zwei Geraden, welche in den Punkten d 
und d, auf dem Kreisdurchmesser 2«@ rechtwinklig stehen. Die erste dieser 
Sehnen schneidet den Kreis in zwei reellen Punkten und habe die Länge 
20, die andere, deren Mittelpunkt d, ist, schneidet zwar den Kreis nicht in 
reellen Punkten, hat aber in Bezug auf den Kreis eine ihr zugehörige 
elliptische Punktinvolution, deren reelle Potenzpunkte von d, gleich weit 
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um das Stück oe, abstehen. Die Längen e und e, wollen wir sogleich be- 
stimmen; vorher aber drücken wir durch dieselben die Axen der in den 
Ebenen D und D, befindlichen Hyperbeln aus; die be-Ebene des Hyper- 
boloids schneidet nämlich auch in einer Hyperbel, welche denselben 
Asymptotenwinkel, wie die Hyperbel der Ebene D hat, und denken wir uns 
noch in der be-Ebene die conjugirte Hyperbel ergänzt, so hat dieselbe 
gleiche Asymptotenwinkel mit der Hyperbel der Ebene D,; folglich sind 
die beiden Hyperbeln in D und D, ähnlich und ähnlich-liegend mit der 
Hyperbel in der be-Ebene und ihrer eonjugirten Ergänzungshyperbel; die 
Ebene des Kreisschnitts, rechtwinklig zu /, schneidet aber die be-Ebene in 
einem Kreisdurchmesser, dessen Länge 2a ist, folglich haben wir, wenn wir 

2« und 23 die Hauptaxen der Hyperbel in der D-Ebene, 

2a, und 29, - - - - - - D,-Ebene 


nennen, wo 2a und 2«a, die reellen Axen bedeuten sollen, wegen der 


Aehnlichkeit: 


So 
Rı 
© 


woraus folgt: 


= —p, = 0, 
c b 
P=—0 (che hs 


Die Werthe von e und oe, finden wir aber vermittelst des Kreises 
in der Ebene des Kreisschnitts, welcher durch die a-Axe rechtwinklig zu 
! gelegt ist. Bezeichnen wir nämlich die Mitte von pp, (= 2a) durch o, den 
Mittelpunkt des Hyperboloids, und den Abstand der Punkte d und d, von 
einander durch 


20 = dd, 
so ist, wie wir früher gesehen haben (11.): 
| 4 = u.a, 
1 
| od, = -.d, 
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ferner: 
dp = all-u), pd, = (1), 
pıd = a(l+u), pidh =: (+ 1), 
iu 3;% DEM. Eee WE SEITE 
pe: a MEERE h 


also nach dem Vorigen: 
o=a.u.20, 0 =a.— .20, 


und hieraus folgen die Werthe der Quadrate “ Halbaxen unserer beiden 
Hyperbeln in den Ebenen D und D:;: 


DR b’ : 2 2 
"= u.20 = b’(1- u), 
a c° : Y D) 
= u.20 ze e (1-ıu), 

a 

ee‘ „MX \ 
2 re u du Mi = ae 
a; a u .. E er ) 


5 
B=2 ’ 23=b(-; A): 

Nachdem diese beiden Hyperbeln in den Ebenen D und D, hierdureh voll- 
ständig bestimmt sind, können wir nunmehr die den Strahlen s und s, 
zugehörigen elliptischen Punktinvolutionen oder deren Potenzpunkte ermitteln. 
Der Strahl s ist nämlich ein Durchmesser der Hyperbel in der Ebene D, 
fällt ganz in den Winkelraum (< 90") zwischen den beiden Asymptoten, 
und wenn wir den vierten harmonischen zu s zugeordneten Strahl o, nennen, 
welcher parallel läuft mit s,, so gilt das Verhältniss: 

sin (ls) 

sin(lo) er 
Die Strahlen s und o, sind eonjugirte Durchmesser der Hyperbel in D und 
zwar o, der reelle; bezeichnen wir die Längen dieser beiden eonjugirten 
Durchmesser durch 2A und 2B, wo 2A der reelle Durchmesser ist und 2B 
vertreten wird durch das zwischen den Asymptoten abgeschnittene Stück 
auf einer Tangente im Endpunkte des ersten Durchmessers, dann sind die 
Endpunkte eines auf dem Durchmesser s von d aus nach beiden Seiten hin 
abgetragenen Stücks, dessen Länge B ist, die gesuchten Potenzpunkte; es 


verhält sich aber: 


sin(s) _ A 
sinla)  B' 
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folglich haben wir: 
A 
b 
nun gelten für die eonjugirten Durchmesser einer Hyperbel die bekannten 
Relationen: 


1; 


% ) 
> > u) RR ( > ) 
A—B=o— pP EIER, 
a 
. be 
AB.sn$=0eß= — .u.2), 
Aa ’ 
und da nach dem Früheren: 
r R b’e’ u.20 | 
ce—b = Ze 7 :1—u; A=Bu 
ist, so folgt: 
h b’c 
\ B: 
ad 
4 
. d 
sind = 28... 
\ be 


(Ganz analog verhält es sich in der Ebene D,; in dieser ist der Strahl s, 
ein Durchmesser der in ihr befindlichen Hyperbel und zwar ein solcher, 
der ganz in dem Winkelraume 180’—-g (>90’) zwischen den beiden 
Asymptoten liegt, d. h. die Hyperbel nicht trifft; der eonjugirte Durchmesser 





o ist parallel zu s; bezeichnen wir mit 2A, und 2B, die diesen Durch- 
messern zugehörigen Längen, von denen die eine (2A,) reell ist und 
die andere vertreten wird durch das zwischen den Asymptoten ab- 
geschnittene Stück auf einer Tangente im Endpunkte des ersten Durch- 
messers, dann sind die Endpunkte eines auf dem Durchmesser s, von d, 
aus nach beiden Seiten hin abgetragenen Stücks, dessen Länge B, ist, die 
gesuchten Potenzpunkte auf s,; es verhält sich aber: 

sin(lo) ä B Pe 

sin(/s,) m #7 
folglich haben wir: 

eh 7 


L 


nun gelten für die conjugirten Durchmesser einer Hyperbel die bekannten 
Relationen: 


> a) ) ) ) . 1 
Ai—Bi= ei = (e-)(:-1), 
A je 
Fe % 


. bi | 
A,B, sın 9 a a, —— e » 2 h) 


a u ' 
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woraus folgt: 


{ b’c’ 
B; = : 
\ gi, ?’ 
. / \ A 
'sind® = 20.—- 
bc 


Die Vergleichung dieser beiden Resultate zeigt uns erstens die schon be- 
kannte Beziehung: 

20 be v 

sin? a =/h, 
wo f und f, die demselben Scheitel zugehörigen Brennpunkte der Ellipse 
und Hyperbel bedeuten, welche diejenigen beiden Hauptschnitte des Hyper- 
boloids sind, die durch die a-Axe gehen und die Neigungswinkel zwischen 
(den beiden Kreisschnitten halbiren. Zweitens sehen wir, dass 

ö b.c 


B=B,= = ff} 


a 
wird, also die elliptischen Punktinvolutionen auf den beiden conjugirten 
Strahlen s und s, gleiche Potenz haben und die Potenzpunkte auf beiden 
(seraden von den Mittelpunkten d und d, um dasselbe Stück abstehen, 
welches = ff} Ist. 

Die aus den vorigen beiden Gleichungen sich ergebende neue Relation: 

B.sn9 — 20 

lässt nun eine sehr einfache geometrische Interpretation zu und zeigt eine 
eharakteristische Eigenschaft des Strahlenpaars ss,.. Wenn wir nämlich auf 
dem Strahle s von d aus nach beiden Seiten hin die Streeke B abtragen 
und dureh die Endpunkte zwei Parallele zu s, ziehen, welche für den 
Augenblick b und b° heissen mögen, so haben wegen der obigen Bedingung 
diese beiden Parallelen den Abstand 40 von einander oder, wenn wir noch 
durch d eine Parallele m zu s, ziehen, so hat jede der beiden mit m pa- 
rallelen Geraden b und b’ von m den Abstand 20. Hat man aber in einer 
bene drei parallele (Geraden bmb’, von denen die mittlere m gleich weit 
von den beiden andern absteht, und ist s, eine mit allen dreien parallele 
(serade ausserhalb der Ebene, deren Abstand von m derselbe ist, wie der 
Abstand der Geraden b und b’ von m, dann müssen offenbar die beiden 
durch s,b und s,b’ gelegten Ebenen rechtwinklig zu einander sein. Die 
Hbeneninvolution, welche dem Strahle s, in Bezug auf das Hyperboloid 
zugehört, und welche perspectivisch liegt mit der dem Strahle s zugehörigen 
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Punktinvolution, ist vollständig bestimmt dureh zwei Ebenenpaare; als eines 
wählen wir die nach den beiden Potenzpunkten auf s hingehenden Ebenen 
und haben eben nachgewiesen, dass dieselben rechtwinklig zu einander sind: 
als zweites können wir die nach den Punkten d und 9° hingehenden Ebenen 
wählen, von denen ersichtlich ist, dass sie ebenfalls rechtwinklig zu ein- 
ander sind, folglich muss die ganze dem Strahle s, zugehörige Ebenen- 
involution aus J’aaren reehtwinkliger Ebenen bestehen, und dasselbe gilt in 
gleicher Weise für den Strahl s. Wir haben also folgendes Resultat erhalten: 

Ein Strahlenpaar ss,, für welches die Abstände der Punkte des ortho- 
gonalen Hyperboloids in einem constanten Verhältniss zu einander stehen, be- 
sitzt zugleich die Eigenschaft, dass die diesen beiden conjugirten Strahlen in 
bezug auf das Hyperboloid zugehörigen Kbeneninvolutionen orthogonal sind, 
d. h. aus Paaren rechtwinkliger Ebenen bestehen. 

Bezeichnen wir den Abstand der beiden Brennpunkte f, fi von ein- 
ander durch 

24 = ff, 

so zeigt die vorige Beziehung: 

.sin9 = d, 
dass nothwendig d >% ist, d. h. die beiden Punkte d und a,, welehe dureh 
die Scheitel des Hyperboloids harmonisch getrennt werden, innerhalb der 
Strecke ff, liegen müssen und sich nur bis an diese Punkte heranbewegen 
können, so dass d mit f und d, mit f, zusammenfällt; dann wird 9 — 90 
und wir haben den schon erwähnten Grenzfall (11.). 

Wir wollen noch diejenige Construction eines Strahlenpaares ss, her- 
vorheben, welche aus der letzten Betrachtung sich ergiebt: 

Ist ein orthogonales Hyperboloid gegeben, so giebt es unendlich- 
viele solcher Strahlenpaare ss,, von denen die Punkte des IIyperboloids 
Abstände haben, die in eonstantem Verhältniss zu einander stehen. Diese 
Strahlenpaare ss, können auf folgende Weise ermittelt werden: Die Kreis- 
schnitte des orthogonalen Hyperboloids bilden zwei Systeme von parallelen 
Kbenen; beide sind parallel einer bestimmten lHauptaxe des Hyperboloids. 
welche demselben in zwei reellen Punkten p und p, (den Scheiteln) be- 
gegnet. Halbiren wir die Neigungswinkel zwischen den beiden Kreis- 
schnitt- Ebenen, welche durch die Axe pp, gelegt werden können, durch 
zwei zu einander rechtwinklige Ebenen (llauptebenen), so ist die Durch- 


schnittsfigur des Hyperboloids mit der einen Ebene eine Ellipse (ab-Ebene), 
Q* 
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mit der andern Ebene eine Hyperbel (ac-Ebene). Beide Kegelschnitte 
haben dieselbe Hauptaxe pp, (= 2a) und auf ihr die reellen Brennpunkte: 
f und F für die Ellipse, fi und F, für die Hyperbel, so dass die Brenn- 
punkte f und f, dem Scheitel p, die Brennpunkte F und F, dem Scheitel 
p, zugehören. Die Punkte ff ebenso wie FF, werden harmonisch getrennt 
durch pp, und es ist: 

fü=FR= 2-2. 


Nehmen wir jetzt auf der Hauptaxe pp, des Hyperboloids zwei Punkte d 
und d, an, die harmonisch getrennt werden durch pp, und entweder ganz 
in die Strecke ff, oder FF, hineinfallen, und legen wir durch die Punkte 
dd, zwei Ebenen rechtwinklig zur Axe pp,, so schneiden dieselben das 
IIvperboloid in zwei Hyperbeln mit den Mittelpunkten d und d.. 
Ziehen wir sodann in einer dieser Hyperbeln, der mit dem Mittelpunkt 
d, dureh letzteren einen Halbmesser 
A = 2.u, 


od op 


wo das Verhältniss « dureh die Abstände der Punkte d oder 


op od, 
d, von dem Mittelpunkt o des Hyperboloids gegeben ist, und eonstruiren 
wir zu ihm den eonjugirten Halbmesser s, während eine durch d, zu A 
parallel gezogene Gerade s, genannt wird, dann sind ss, ein Strahlenpaar 
von der gesuchten Art, so dass jeder Punkt des Hyperboloids Abstände 
von s und s, besitzt, deren Verhältniss den eonstanten Werth « hat, und 
oleichzeitie s und s, ein solches Paar eonjugirter Strahlen in Bezug auf 
das IHvperboloid bilden, dass die denselben zugehörigen Ebeneninvolutionen 
orthogonal sind. 

Dass in der "That der Hyperbelhalbmesser A ein reeller ist, folgt 
aus der angenommenen Bedingung, wonach die Punkte d und d, innerhalb 


der Streeke ff liegen sollen; hiernach ist: 


od > of, 
d.h. nach dem Obigen: 
u.a —Va—b‘, 
a 
tt De > = . 
Ä Zi 


Da aber bei dem orthogonalen Hyperboloid zwischen den Axen die Be- 
dingung erfüllt wird: 











In 





H. Schröter, über ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. 54 


woraus folgt: 


a—b a’ 
ee 
so muss sein: 
in a’ 
Fe a’+.c” ’ 
a’-+c’ 1 
ce 
( 1— u‘ 
a Ä u‘ 
u, u 5 b’(1— uf), 
a 
d.h. 
A’ a 


wo 20 die reelle Zwergaxe der IIyperbel ist; da also der Halbmesser A 
grösser ist als der kleinste reelle Halbmesser, so ist es ein reeller und sein 
eonjugirter Durchmesser imaginär, d. h. der Träger s einer elliptischen 
Punktinvolution. In ganz ähnlicher Weise hätten wir auch die zweite 
Hyperbel, deren Mittelpunkt d, ist, zur Construction des Strahles s, ver- 
wenden können, was aber nieht mehr nöthig ist, da s, parallel läuft dem 
Halbmesser A. Da der Halbmesser A in doppelter Weise in die Ilyperbel 
eingetragen werden kann, so giebt es zwei symmetrisch liegende Strahlen- 
paare ss,, die durch dieselben Punkte dd, auf der a-Axe gehen: nehmen 
wir von dd, die symmetrisch zum Mittelpunkt o liegenden Punkte zwischen 
FF,, so erhalten wir in gleicher Weise zwei Strahlenpaare ss,; alle vier 
vehören zu demselben absoluten Werth « (s. 11... Man kann hiernach durch 
Veränderung des Werthes # (oder auch 2d), indem man das Punktpaar 
dd, eontinwirlich die Gebiete ff, und FF, erfüllen lässt, in derjenigen 
hyperbolischen Punktinvolution, deren Mittelpunkt o und deren Asymptoten- 
punkte pp, sind, eine vierfach-unendliche Schaar von Strahlenpaaren ss; 
herstellen, die für ein gegebenes orthogonales Hyperboloid conjugirte Strahlen 
und die Axen zugehöriger orthogonaler Ebeneninvolutionen sind. 

13. Wir lösen schliesslich noch die umgekehrte Aufgabe: Zu zwei 
gegebenen windschiefen Geraden ss, eine solche Oberfläche zweiter Ordnung zu 
finden, dass in dem durch dieselbe bestimmten räumlichen Polarsystem ss, con- 


jugirte Strahlen und die Axen zugehöriger orthogonaler Ebeneninvolutionen seien. 


Durch die aufgestellte Forderung ist das räumliche Polarsystem nicht 
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vollständig bestimmt, sondern dieselbe enthält nur acht Bedingungen *), und 
es muss noch eine neunte Bedingung hinzutreten zur vollständigen Be- 
stimmung des Polarsystems. Die vorhandene Willkürlichkeit wird sogleich 
aus der Untersuchung selbst hervorgehen. 

Legen wir durch s eine Ebene parallel zu s, und eine zweite Ebene 
rechtwinklig zu dieser, so müssen dieselben conjugirte Ebenen im Polar- 
system sein, und ebenso werden zwei durch s, gelegte Ebenen, von denen 
die eine parallel zu s ist und die andere auf dieser rechtwinklig ist, conjugirte 
übenen im Polarsvsteme sein. Nennen wir daher p” und p, die unendlich- 
entfernten Punkte der gegebenen Geraden ss,, und treffen die zu den Ebenen 
(sp, ) und (s,P°) rechtwinkligen dureh s und s, gelegten Ebenen die Strahlen 
s, und s in den Punkten d, und d, so wird, da s und s, selbst conjugirte 
Strahlen im Polarsysteme sein sollen, d der Pol der Ebene (s,p”) und d, 
der Pol der Ebene (sp, ) sein. Bezeiechnen wir die Gerade dd,, welche 
nach dieser Construction auf den gegebenen beiden Geraden ss, gleichzeitig 
rechtwinklig ist und ihren kürzesten Abstand enthält, durch %k, die Ver- 
bindungslinie p”p, durch A), also 

dd, =k, y’py =K, 
so sind die Strahlen % und 4), deren Richtungen zu einander rechtwinklig 
sind, ein neues Paar eonjugirter Strahlen des Polarsvstems, und es ist er- 
sichtlich, dass die vier Punkte dd,p”p, ein Polartetraäder im Polarsysteme 


bilden. d. h. die Polarebenen der Eeken die 
od -) 


„egenüberliegenden Seiten- 
flächen des Tretra@ders sind. Die drei Paare von Gegenkanten des Tetra@ders 
sind daher drei Paare eonjugirter Strahlen des Polarsystenss. 

Im räumlichen Polarsystem sind zwei conjugirte Strahlen gleich- 
zeitig die Träger zugehöriger Punktinvolutionen und die Axen zugehöriger 
Hbeneninvolutionen: diese liegen mit jenen perspeetivisch, also sind die 
Punktinvolutionen auf s und s, elliptisch, da die Ebeneninvolutionen durch 
s, und s orthogonal sind. Ferner lehrt die allgemeine Theorie des räum- 
lichen VPolarsystems, dass wenn ein Paar eonjugirter Strahlen die Träger 
gleichartiger P’unktinvolutionen sind (d. h. beide elliptisch oder beide hyper- 
bolisch), dies bei allen Paaren eonjugirter Strahlen der Fall sein muss; 
da es nun hier bei ss, der Fall ist, so müssen auch die Punktinvolutionen 


*) Vergl.: @. Beyer, Untersuchungen über das räumliche Polarsystem, Inaug. Diss. 
Breslau 1868. 
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auf jedem der beiden übrigen Paare von Gegenkanten des Tetraöders 
dd,p”p; gleichartig sein. Folglich sind die Punktinvolutionen auf k und %“ 
entweder beide elliptisch oder beide hyperbolisch. Nehmen wir das erstere 
an, so folgt aus den Eigenschaften des räumlichen Polarsystems, dass auch 
auf dem dritten Paar Gegenkanten des Polartetraäöders die Punktinvolutionen 
elliptisch sein müssen, und wenn in einem räumlichen Polarsystem ein 
solehes Polartetra@der existirt, dessen sechs Kanten sämmtlieh Träger 
elliptischer Punktinvolutionen sind, dann sind die Punktinvolutionen auf 
allen Geraden elliptisch, d. h. das Polarsystem hat keine reelle Kerntläche: 
diesen Fali einer imaginären Oberfläche zweiter Ordnung, welche den Forde- 


rungen der Aufgabe genügt, schliessen wir von der Betrachtun®e aus. Es 


bleibt also nur die einzige Annahme übrig, dass die Punktinvolutionen auf 


k und A, beide hyperbolisch sind; dann müssen auch die Punktinvolutionen 
auf dem dritten Paar Gegenkanten des Polartetraäders hyperbohseh sein, 
und die reelle Kerntläche des Polarsystems muss wegen der Gleichartigkeit 
der Punktinvolutionen auf conjugirten Strahlen eine Linienfläche zweiter 
Ordnung oder ein einfaches Hyperboloid sein. 

Nennen wir die Asymptotenpunkte der hyperbolischen Punktsvsteme 

BE ante et 
3 EEE iD 7-7 
dann muss die Polarebene von p durch p selbst und A) gehen, also «die in p 
auf dd, errichtete Normalebene sein; da die Polarebene von p dureh p selbst 
seht, so ist sie Berührungsebene und schneidet daher das Hyperboloid in 
einem Linienpaare, welches dureh p geht: da endlieh die Doppelpunkte =’ 
und , auf 4, ebenfalls dem IIvperboloid angehören, so ist dies Linienpaar 
(9) =L en, 
und ebenso 
(4,3 \=g (an), 

und die letzteren Geraden g und /, bilden dasjenige Linienpaar, welches 
in der Berührungsebene des Hvperboloids im Punkte p, liegt. Da die Be- 
rührungsebenen an den Punkten p und p, des Hyperboloids parallel laufen 
und rechtwinklig sind auf der Verbindungslinie pp, so ist pp, eine Haupt- 


axe des Hyvperboloids; wir nennen sie die a-Axe, indem wir 


ppı = 2a 
setzen. Die Mitte o zwischen pp, ist der Mittelpunkt des Hyperboloids, und 
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eine durch o rechtwinklig zur a-Axe gelegte Ebene schneidet dasselbe in 
einer Hyperbel, deren Mittelpunkt o ist und deren Asymptoten den Geraden 
! und g, (oder g und Z,) parallel laufen, d. h. nach den Punkten r” und a} | 
gehen. Die Halbirungslinien der Winkel zwischen den Asymptoten sind 
die beiden übrigen Hauptaxen des Hyperboloids, von denen die eine reell 
sein muss = 25 und die andere imaginär ist, aber vertreten wird durch das- 




























jenige Stück = 2e, welches abgeschnitten wird zwischen den Asymptoten 
auf einer Tangente an einem Scheitel der Hyperbel. Wir nennen noch 
denjenigen Winkel zwischen den Asymptoten, in dessen Scheitelräumen die 
Hyperbel nicht liegt, y, haben also: 


b 


tg C 


f 
2 


Da die Punkte d und d, eonjugirt sind in Bezug auf das Hyperboloid, so 
trennen sie harmonisch p und p,; wir dürfen also annehmen, dass d zwischen 
pp, und d, ausserhalb pp, liegt; dann ist wegen der harmonischen Be- 
ziehung mit Rücksicht auf die Richtung der Strecken: 


_.pd  pd 


—=M, 


pd, pd 
und der Werth dieses Verhältnisses bestimmt die Lage der Punkte pp, zu 
den Punkten dd,, sowie auch umgekehrt. Wir dürfen auch, ohne eine Be- 
schränkung dadurch eintreten zu lassen, 


e<1i 


annehmen, d. h. wir nennen von den beiden Punkten d und d,, zwischen 
denen p liegen muss, denjenigen, welcher p zunächst liegt, d und den ent- 
fernteren d,, woraus die entsprechende Benennung der Strahlen s und s, 
hervorgeht. 

Andererseits werden die Ebenen (/g) und (g,!,), die Berührungsebenen 
in den Punkten 7” und a, am Hyperboloid, welche sich in der Geraden %k 
schneiden, harmonisch getrennt durch die eonjugirten Ebenen (As) und (ks,). 
Zwischen den Sinus der Winkel, welche diese vier harmonischen Ebenen 
mit einander bilden, besteht die bekannte Beziehung: 


sin(ls) sin(g,s) _ a 
sin(s)  sin@gs) 


denn da alle vier Geraden /g,ss, rechtwinklig zu % sind, so können wir 
anstatt der Neigungswinkel zwischen den Ebenen die Winkel zwischen den 








Fe ee 
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tiehtungen der Strahlen substituiren. Der Werth des Verhältnisses u, be- 
stimmt also die Richtungen der Strahlen / und g, zu den Strahlen s und s.. 
Es wird sich sogleich ergeben, dass die absoluten Werthe von « und u, 
einander gleich sein müssen. 

Wir haben bisher von den gegebenen beiden orthogonalen Ebenen- 
involutionen, deren Axen conjugirte Strahlen sind, nur je ein Paar recht- 
winkliger conjugirter Ebenen benutzt; wir müssen noch ein zweites Paar 
eonjugirter Ebenen in unsere Betrachtung ziehen, weil erst zwei Paare die 
ganze Imvolution bestimmen, und wählen hierzu diejenigen Ebenenpaare. 
welche durch die Potenzpunkte der auf s und s, ausgeschnittenen Punkt- 
involutionen gehen. Diese elliptischen Punktinvolutionen haben zu Mittel- 
punkten d und d,; ihre Potenzpunkte sind einander eonjugirt und stehen von 
den Mittelpunkten um gleiche Stücke ab. Legen wir nun drei Gerade 
durch d und die beiden Potenzpunkte auf s, welche parallel laufen der 
Geraden s,, so muss, weil die Ebeneninvolution durch s, eine orthogonale 
sein soll, der Abstand der beiden durch die Potenzpunkte gehenden Pa- 
rallelen doppelt so gross sein, als der Abstand der Geraden s, von der 
Geraden durch d; wenn also der Winkel zwischen den Richtungen der 
gegebenen Geraden: 


Du 


I 


\ 


(8, 8) 
und der Abstand 
dd, = 20 


gesetzt wird, ferner —B’ und — B, die Potenzwerthe der elliptischen Punkt- 
involutionen auf s und s, bedeuten, so muss 


7 VIUR.. 


sind 
sein. 

Die Strahlen s und s, liegen in zwei Ebenen D und D,, welche 
durch d und d, rechtwinklig zur a-Axe des Hyperboloids gelegt werden 
können. Jede dieser Ebenen schneidet das Hyperboloid in einer Hyperbel, 
deren Asymptoten diejenigen Geraden sind, welche durch d und d, parallel 
zu 7 und g, (oder g und /,) gezogen werden. Da von diesen Hyperbeln 
ausser ihren Asymptoten noch die elliptischen Punktinvolutionen auf den 
Durchmessern s und s, bekannt sind, so sind die Hyperbeln vollständig be- 
stimmt. Ziehen wir noch durch d eine Parallele o, zu s, und dureh d, 
eine Parallele o zu s, so werden sowohl s und o, harmonisch getrennt 


durch die Asymptoten der ersten Hyperbel, als auch o und s, harmonisch 
. 10 
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getrennt durch die Asymptoten der zweiten Hyperbel; es sind also s und o, 
ein Paar conjugirter Durchmesser der ersten Hyperbel, und da s der Träger 
einer elliptischen Punktinvolution ist, so muss o, der Träger einer hyper- 
bolischen sein, d.h. ein reeller Durchmesser. Bezeichnen wir denselben 
mit 24, so wird das zwischen den Asymptoten abgeschnittene Stück auf 
einer Tangente am Endpunkte des Halbmessers A den Werth 2B haben, 
also verhält sich: 





A mach) _ „ 
B siule) 
und hieraus folgt: 
20 
A En Pr 5°‘ 


Andererseits kennen wir in der Ebene D, von der Hyperbel die beiden 
Asymptoten und die conjugirten Durchmesser o und s,, von denen der 
letztere elliptisch, der erstere hyperbolisch sein muss und die Länge 2A, 
haben soll; es ergiebt sich also hier in gleicher Weise: 


4, _ sinds) _ 4 
Be siunllo) u, 
also 
1 28 
A, = u sin® 


Hierdurch sind in beiden Hyperbeln die conjugirten Durchmesserpaare 
2A, 2B, 2A,, 2B, vollständig bestimmt. 

Denken wir uns ferner zwei neue Ebenen gelegt, die eine, S, durch 
s und d,, die andere, S,, durch s, und d, so enthält die erstere die Durch- 
messer s und o oder 2B und 2A,, die andere die Durchmesser o, und s, 
oder 2A und 2B,. Die Ebenen S und S, schneiden aber das Hyperboloid 
in Kegelschnitten, für welche pp, eine reelle Hauptaxe ist, und die in den 
Punkten d (zwischen pp.) und d, (ausserhalb pp.) errichteten Perpendikel 
auf dieser Hauptaxe sind die Träger von hyperbolischen und elliptischen 
Punktinvolutionen, deren Potenzen beziehungsweise sind: 

—B’ und +A}; +4” und —B. 

(Hieraus würde folgen, dass in der Ebene S der Kegelschnitt eine Hyperbel, 
dagegen in der Ebene S, eine Ellipse sein muss, was übrigens für uns 
irrelevant ist.) Nun ist aus der Theorie der Kegelschnitte bekannt und 
leicht erweislich, dass die absoluten Werthe dieser Potenzen sich verhalten 
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wie die Abstände der Fusspunkte 
Kegelschnitts, d. h. 





ihrer Träger vom Mittelpunkte 


Bo 4’ RT od. 
ap TrAmÜTzg 
es ist aber oben (11.) nachgewiesen, dass wenn das Verhältniss: 
vd p,d N 
er 
ist und o die Mitte von pp.. 
od = u.op, 
1 
od, = a. 
also 
od s 
= u 
od, | 


sein muss; folglich haben wir das erwartete Resultat: 
w = Mi. 

d.h. die harmonische Theilung auf der Geraden k wird durch denselben 
absoluten Werth des Theilungsverhältnisses bewirkt, wie auf der conjugirten 
Geraden k,, oder die Strecke dd, wird durch die Punkte pp, nach dem- 
selben Verhältnisse harmonisch getheilt, wie die Winkel zwischen den 
Ebenen SS, durch die Ebenen (/g) und (l,g,) harmonisch getheilt werden. 
Die einzige Constante « bestimmt also das Hyperboloid, sobald die con- 
jugirten Strahlen ss, als die Axen zugehöriger orthogonaler Ebenen- 
involutionen gegeben sind: ein bestimmter Werth von «u giebt also das 
nothwendige (neunte) Bestimmungsstück für das Hyperboloid, wie bereits 
oben bemerkt wurde. 

Die besondere Eigenthümlichkeit des Hyperboloids, dass seine Kreis- 
schnitte rechtwinklig sind zu zwei Erzeugenden desselben tritt nun un- 
mittelbar hervor, wenn. wir die beiden Hyperbeln in den Ebenen D und 
D, näher bestimmen dadurch, dass wir ihre Axen ermitteln. Nennen wir 
2« und 25 die Axen der Hyperbel in der Ebene D, und zwar 2« die 
reelle Axe, g ihren Asymptotenwinkel. in Uebereinstimmung mit dem 
Früheren denjenigen, in dessen Scheitelräumen die Hyperbel nicht liegt. 
so ist nach bekannten Sätzen: 


... Y Pe. ; 
ya tg: e% = ABsınd = ng 
a, in B*, 

22 29: 4ı\_ mir EHRE... 2 _ 
P (tg 3 1) = B(wW“—1)= ng le 1). 


10* 
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also da 
4 u 
sin’ p 
85 
ist, folgt: 
s 4— u! 
sindcetgy = u 


da ferner 
od = u.a, 
od, = — a 
ist, so wird: 


2 


dd, =20 = BEPn 


| u 
Wir haben also die doppelte Gleichheit: 
om _4d—u’ _ 20 
sinFetgp = — Er 


Andererseits liegt die Axe 2« in der ab- Ebene des Hyperboloids, welche 
dasselbe in einer Ellipse schneidet, deren Axen 2a und 25 sind. In der 
Entfernung od = u.a vom Mittelpunkt o ist ein Perpendikel auf der a-Axe 


errichtet, also nach bekannten Eigenschaften des Kegelschnitts: 


Be; 
= ze od’), 


und da od= u.a ist: 
eo —= b’(1-u?). 
In gleicher Weise finden wir 25 in der ac-Ebene oder kürzer aus der 
i a Db . 
helation = —- die Beziehung: 
f © 
Pf = e(1-u?) 
und aus beiden Relationen folgt: 
aß = be(l— uw), 
und nach dem Vorigen: 
\) 1— e . 
40° = be #2 sind 


oder 
28 b cc 


sin’ a 


I 

! 

| 

—. 
un 
er 
MN 
o 
2 
und © 
‚or | 
u 


Ö 
da endlich sin$cetgy = = und 8 = — 


N a 
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=] 
=] 


und die Vergleichung beider Werthe für B giebt: 


bc nu 
wu WM (e-5), 
d.h. 
er 41 1 
a’ oe b? er? 


die frühere Bedingung für ein orthogonales Hyperboloid. Sobald diese Be- 
dingung zwischen den Hauptaxen eines Hyperboloids erfüllt ist, muss das- 
selbe ein orthogonales sein, d. h. die Ebenen der Kreisschnitte müssen recht- 
winklig stehen auf zwei Erzeugenden desselben. In der That, ziehen wir 
in der be-Ebene, deren Durchschnitt mit dem Hyperboloid eine Hyperbel 
ist, die beiden Asymptoten und einen solchen Durchmesser .2r, der auf einer 
der Asymptoten rechtwinklig ist, während sein eonjugirter Durchmesser 2y 
sei, so wird: 
T = y.cos(T,Yy), 


2°—y’ une ke ce, 
z.y.sin(z,y) = be, 
folglich: 
2 2 ut b’ ec 2 92 
y—-ıc =ysın(a,y) = =c—b, 
also: 


1 1 1 1 


* u De er Se 
mithin wegen der obigen Bedingung == a, d. h. die durch 2x und 2a ge- 
legte Ebene muss das Hyperboloid in einem Kreise schneiden, weil derselbe 
zwei gleiche Hauptaxen hat: die Kreisschnittebenen stehen also rechtwinklig 
auf den Richtungen von / und g, oder g und Z,, wie es von anderer Seite 
bekannt ist. 
Wir bemerken noch, dass aus der Bedingung: 
1 1 1 


— — —— 


a D»- © 
folgt: e>b, also g< MW" und «> b, also 2a diejenige Axe der Ellipse 
des Hauptschnittes, auf welcher die beiden Brennpunkte liegen. Sind f 
und F die Brennpunkte der Ellipse in der ab-Ebene und f, und F, die 
Brennpunkte der Hyperbel in der ac-Ebene, Punkte, welche alle vier in 
der a-Axe liegen, so giebt die vorige Bedingung: 


b f > 
u | u 





ac 
b 


wm! 


776 a 
Ye = 


C 
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woraus folgt: 
ae ER ver Turn 
Y@®—b’ Ya+c’ = a, 

d.h. f und f, liegen harmonisch zu den Scheiteln pp, und ebenso auf der 


anderen Seite F und F. Ferner: 
a en u 


Y@+c0—- Ve = a( 2.) =4.—. —, 































fi=2=B=B, 


ein Resultat, was mit dem früheren in vollkommener Uebereinstimmung ist. 

Die vorstehende Untersuchung hat gelehrt, dass, sobald die beiden 
windschiefen Geraden ss, und der Werth «u gegeben ist, dieselbe Con- 
struction das orthogonale Hyperboloid liefert, einmal als Ort derjenigen 
Punkte, deren Abstände von s und s, in dem constanten Verhältniss u zu 
einander stehen, und andererseits als eine Oberfläche zweiter Ordnung, für 
welche die Geraden ss, eonjugirte Strahlen und die, Axen zugehöriger 
orthogonaler Ebeneninvolutionen sind; wir können also folgendes Ergebniss 
aussprechen: 

Eine Oberfläche zweiter Ordnung, für welche zwei gegebene windschiefe 
Gerade ss, conjugirte Strahlen und die Axen zugehöriger orthogonaler Ebenen- 
involutionen sind, ist ein orthogonales Hyperboloid und besitzt die Eigenschaft, 
dass jeder Punkt desselben von s und s, Abstände hat, deren Verhältniss (u) 
constant ist. f 

Die beiden Eigenschaften des constanten Abstandsverhältnisses und 
der orthogonalen Ebeneninvolutionen (um es kurz zu sagen) decken sich 
also vollständig. 

14. Sobald die beiden Strahlen ss, gegeben sind, ist das zugehörige 
orthogonale Hyperboloid bis auf die Constante « vollständig bestimmt und 
der Werth « hängt ab von der Lage eines Hyperboloidpunktes p auf der- 
jenigen Geraden k, welche gleichzeitig auf beiden gegebenen Geraden ss, 


rechtwinklig ist, indem mu ist. Der Veränderung von u entspricht 
Ä 

eine Verschiebung des Punktes p auf der Geraden %k. Durch diese Ver- 

änderung von « erhalten wir unendlich viele solcher orthogonaler Hyper- 

boloide, welche ein Büschel bilden, als dessen Grundcurve ein imaginäres 

räumliches Vierseit aufzufassen ist; in diesem Büschel ist ein einziges gleich- 

seitig-hyperbolisches Paraboloid enthalten, welches dem Werthe «=1 ent- | 


spricht. (I. Abschnitt.) 
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In der That, bezeichnen wir die imaginären Doppelpunkte der durch 
die orthogonalen Ebeneninvolutionen auf s, und s ausgeschnittenen Punkt- 
involutionen durch ii, und jj,, so bilden die Strahlen: 

5, dr Jay Ih 

ein imaginäres windschiefes Vierseit, welches ganz auf dem Hyperboloid 
liegen’ muss; denn jeder dieser Strahlen hat sieh selbst zum conjugirten 
Strahl, folglich gehört er ganz dem Hyperboloide an, und da alle orthogo- 
nalen Hyperboloide, welche verschiedenen Werthen von « entsprechen, dureh 
dasselbe windschiefe Vierseit gehen, so bilden sie einen Büschel; zwei Mal 
degenerirt das Hyperboloid in einen als unendlich-dünner Kegel aufzufassenden 
Strahl s oder s,, nämlich für die Werthe v=0 und e=x. Ein soleher 
Flächenbüschel dürfte sich wegen der besonders einfachen Eigenschaften. 
welche er darbietet, zur eingehenderen Untersuchung besonders empfehlen. 
Er entspricht der ebenen Figur eines Büschels von Kegelschnitten mit 
ideeller doppelter Berührung und ist ein specieller Fall desjenigen Büschels 
von Flächen zweiter Ordnung, dessen Grundeurve in ein räumliches Vier- 
seit zerfällt. 

Wir überlassen dei? Leser die Durchführung der Modifieationen., 
welche die vorstehende Untersuchung erleidet, wenn wir von zwei Geraden 
s und s, ausgehen, die sich im Raume treffen; dann ist unser d=0 und 
das Hyperboloid degenerirt in einen orthogonalen Kegel. Die Bedingung 
für den orthogonalen Kegel tritt am besten in der auf 8. 46 gegebenen 
Gestalt auf: | 


w 
5 
wo p und w die Kegelöffnungen bedeuten in den beiden zu einander recht- 
winkligen Hauptschnitten, welche reelle Linienpaare sind. Die Durch- 


tg — = sin 


7 


schnittseurve eines orthogonalen Kegels und einer mit demselben concen- 
trischen Kugel ist ein sphärischer Kegelschnitt von besonderer Art, der 
früher „Steiner-Chaslesscher Kegelschnitt“ *) genannt zu werden pflegte. 
nunmehr analog unserer Bezeichnung „der orthogonale sphärische Kegel- 
schnitt“ heissen muss. 


Breslau, den 29. December 1877. 


*) Vergl. „Der sphärische Kegelschnitt* von Dr. Heinrich Voigt, Inaug. Dissertation. 


Breslau 1873. 

















Ueber die Transformation von Diffterentialausdrücken 
vermittelst elliptischer Coordinaten. 
(Von Herrn S. Gundelfinger in Tübingen.) 


Hesse hat in der 22. Vorlesung seiner änalytischen Geometrie des 
kaumes ein Uebertragungsprineip angegeben, welches gewisse Differential- 
ausdrücke der rechtwinkligen Coordinaten in solche der elliptischen Coor- 
dinaten transformiren lehrt, indem man an den beim Hauptaxenproblem der 
Flächen zweiter Ordnung auftretenden Formeln passende Veränderungen 
vornimmt. Die Integration der Differentialgleichungen für die Krümmungs- 
eurven und die geodätischen Linien auf den letzterwähnten Flächen wird 
hierdurch fast ohne alle Rechnung geleistet. In der folgenden Note soll ge- 
zeigt werden, dass die Integration dieser und verwandter Differentialglei- 
chungen vermittelst eines ähnlichen Uebertragungsprineips auch an das 
Hauptaxenproblem der ebenen Schnitte einer Oberfläche zweiter Ordnung 
sich knüpfen lässt. Die dabei eingeführten analytischen Elemente gestatten 
zahlreiche geometrische Deutungen und bringen die Lehre von der Krümmung 
der Flächen zweiten Grades mit derjenigen von ihren geodätischen Linien 
in einen einheitlichen Zusammenhang *), ganz abgesehen davon, dass die 
hier gegebenen Entwickelungen von der allgemeinen Form der Flächen- 
gleichung ausgehen. 

I. Zusammenstellung einiger auf die Krümmung der Flächen bezüglicher 
Formeln. Es repräsentire 

u(2,y,2)zu=0 
die Gleichung irgend einer Fläche in rechtwinkligen Coordinaten. Ferner 
seien a, b, e die Cosinus der Winkel, welche die Normale der Fläche im 
Punkte x, y, z gegen die Coordinatenaxen bildet, sowie a’, b’, c' und a”, 
b", ce” die Cosinus der Tangenten an die beiden durch diesen Punkt gehenden 
Krümmungslinien. Alsdann **) lassen sich diese drei Systeme von Cosinus 
*) Nach der hier angedeuteten Methode pflege ich schon seit einer Reihe von 


Jahren in meinen Vorlesungen die Theorie der Linien auf den Flächen zweiten Grades 
vorzutragen. 


**) Cfr. Hesse, Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes, Vorlesungen 
30 und 28. 
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als die Coefficienten einer linearen orthogonalen Substitution betrachten: 

S=aXA+aY+a'Z, n=bX+b'Y+b"Z, TC=cX+eY-+e"Z, 
welche für beliebige, von den x, y, z unabhängige Werthe der &, », { die 
Funetion 


überführen in: 
g(&,n,ö) = KW +RZ HUN —2WXY—-2u"XZ. 
Darin sind die Coeffieienten 4, und 2,, unter », und », (2.2=0,1.2) die 


ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten der Funetion «x nach x. 
y, z verstanden, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


U 9, Hm 7 
U Tu 42 u; 
} . DA) =. 
ZB TER Un—h U: 
A, u, ; 0) 


während «' und «” mit Anwendung des Zeichens 


Und A, Un 
I(4) für Hu Unm—t. Un 
7 5, Un—d 


dureh die Formeln *, erhalten werden: 


AG m [ 40.) 
u | i \ ı) j u Fan | .. - ’ 
| A—A, 1.—4 
In denselben kann man sich zur Fixirung der Vorstellung jeder der Grössen 


zZ 


« und «’ — und damit auch jedem der Systeme a’, b’, e' und a”, b",e 
irgend ein bestimmtes Vorzeichen ertheilt denken. Dagegen möge in den 
Gleichungen 
=’, dar’. C=Vvh, 
vr’ ntuto 

das Vorzeichen von » derart festgesetzt werden, dass die Substitutionsdeter- 
minante I+(ab'c") der positiven Einheit zleich wird, dass also die Normale 
zu den beiden Richtungen a’, b', € und a”, b”, ec" in demselben Sinne liegt. 
wie die x-Axe zu den Axen der y und z. 


*) Vgl, l. ec. (dritte Auflage), Vorlesung 28, Gleichungen 29. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 1. 11 
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Wenn der specielle, im Folgenden stets festgehaltene Fall eintritt, dass 
die Function « vom zweiten Grade und entwickelt von der Gestalt ist: 

2u = Ayu2 +2aucy+ +03 + 2a,c+2a,3Yy + 2a32+ a; 

—= p(2,y,2)+2a,c0+2a,Yy+2a33+ 43 
so kann die quadratische Gleichung D(4) = 0 bei Einführung der Zeichen 
A= F+(ayd,,d»dy,) und 
B= y(w,%,%)— (auF+ + a) (un + wu + u) 
geschrieben werden: 
— A+Bi +iWv” = (. 

Il. Ableitung des Uebertragungsprineips. — Dieselbe knüpft man am 
besten an die Betrachtung der Differentialgleichungen für die beiden Schaaren 
von Krümmungslinien: 

ade+bdy+cdz=0, a’de+b"dy+c'ds =. 
worin die Differentiale de, dy, dz «durch die Relation verbunden sind: 
ade + bdy+ cds = 
Um diese letzte Beziehung nicht weiter ee de zu müssen, denken 
wir uns aus den drei Gleichungen 
(A,)=0, D(A)=0, ulz,y,2) = 0 
die Coordinaten x, y, z eines veränderlichen Punktes auf der Fläche als 
Funetionen von 4, und 4, dargestellt”) und die Differentialgleichungen für 
die Krümmungslinien in solche zwischen di, und di, übergeführt. Zu 
letzterem Behufe differentliren wir die Gleichung 
u, = @la,b,ec) 
total **) und erhalten mit Rücksicht auf die Identität **®): 
pla)s+ypbN)n+Yie){ = 24, Y-2wWX 


und mit Rücksicht auf die bekannten Eigenschaften der Coeffieienten einer 


*) Die reeiproken Werthe A7-! und Az! hat bereits Herr Stakl in Band III der 
Math. Annal. pag 48S als neue Veränderliche eingeführt, ohne jedoch deren Zusammen- 
hang mit dem Hauptaxenproblem der ebenen Schnitte einer Fläche zweiter Ordnung 
re zu untersuchen. 


ur ) Man kann 4, und A,, und somit auch x, y, = als Funetionen eines und des- 
selben willkürliehen Parameters betrachten. 


*##) Cfr. Hesse, Vorlesung 28, Gleichungen 24. 





Gundelfinger, Differentialausdrücke durch ellipt. Coordinaten transformirt. 22 


orthogonalen Substitution folgende Reihe von Gleichungen: 
di, = ga) da’ + y(b’)db'+ ge‘) de 
— 2 u (ada’ + bab’+ cde'\ 
— 2u(a'da-+b’db + c'de) 
= ur(ay (de) + by(dy)-4-c'y'(dz)) 
ur (p'(a’) de + yb’)dy-+gy'(ec')dz) 
— 24, uv (ade + b'dy + ec dz). 
Aehnlieh wird 
di; 24, «0 v (a de+b"dy+ c"dz). 
Vergleicht man diese Ausdrücke mit der in I. angewandten orthogonalen 
Substitution, so folgt: 
Es ist erlaubt, in der durch 1. näher definirten Substitution, sowie in 
allen aus ihr folgenden Gleichungen an Stelle der Grössen 
TE 


beziehungsweise zu setzen: 


d4ı dA, 
er, m, 5, 0 u, 
. 2A u'v 24,1 v 
Verschwindet die Determinante A, also auch eine Wurzel von DU) =V%, 


etwa 4,. so findet man leicht, dass nunmehr 


2) u" 


dB = — 


. (a de + b" dy + .c" dz) 


und dass somit in der soeben gegebenen Fassung des Uebertragungsprincips der 
dA, vdB ’ 
Ausdruck -—;„,; —„._ durch 5, m Zu ersetzen ist. 


24, u 2 Auer . U 


Ill. Anwendung auf die Krümmungseurven. Aus den in Il. be- 
wiesenen Formeln folgt sofort, dass die Gleichung 4, = (a, b', ce’) = eonst. 
das Integral von «de +b'’dy+cdz=0 darstell. Im Hinblick darauf, dass 
die Tangente einer durch die letzte Differentialgleichung dargestellten 

ur 


Krümmungseurve im Punkte x, y, z eonjugirt ist zur Richtung a’, b’, ec‘, 
kann man daher das bemerkenswerthe T'heorem aussprechen: 


Zieht man durch den Coordinatenanfang — also durch irgend einen 
Punkt im Raume — Parallelen zu den conjugirten Tangenten einer und 


derselben Krümmungseurve, so erfüllen diese Parallelen eine Kegelfläche 
zweiten Grades, deren Kreisschnitte parallel denen der gegebenen Fläche sind. 


Aus diesem Theoreme fliesst eine Reihe anderer, wenn man den 


Coordinatenanfang speeielle Lagen annehmen, etwa in den Mittelpunkt einer 
u.” 
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eentrischen Fläche oder in den Scheitel eines Paraboloids fallen lässt. 


Weitere, grösstentheils schon von anderen Mathematikern aufgestellte Sätze 
ergeben sich aus der bekannten geometrischen Bedeutung von A, und 4°, 


sowie aus der Relation 4,4%, = —Arv’, 
nn 1 1 u... 
Die Identität von ——- und -- mit den gewöhnlich angewandten 


1 2 
elliptischen Coordinaten leitet man am einfachsten ab, indem man die 
Gleichung der Fläche auf die Hauptaxen bezogen annimmt *”). 
Für ein Paraboloid kann man beispielsweise: 


u = , + 2, 


und die quadratische Gleichung D (4) =0 von der Gestalt annehmen: 

y' s” 1 

Ba-Ap) "rd % 

Dieselbe darf, da es sich nur um Punkte auf der Fläche handelt, von der 
Gleichung a = 0 Be und daher in die Form übergeführt werden: 


= 0, 


4, e* — 2cH+ z 
PER. 2% 
er Er 
Pr J .. 1 1 FE _ 2 “ * _ y [ 
Die Grüssen n = —;- und „= — F sind also in diesem Falle die von 
1 2 
Null verschiedenen Wurzeln der kubischen Gleichung für r: 
y” 2” 
A ee 
P ps rt 
In derselben Weise würde man bei: 
x” y’ 2 
TE ARE Vet MORE EEE 
& fo} 7 
finden, dass für Punkte x, y, » auf der Fläche die kubische Gleichung: 
2? | y’ „2 
a tu 9, 
re 7 T y+t 
. r 1 l . 
ausser der Null noch die Wurzeln — i und — N besitzt. 
2 


IV. Als zweite Anwendung des in II. entwickelten Uebertragungs- 
prineips wollen wir die sogenannten Cireularcurven auf einer allgemeinen 


Ufr. Hesse, 30. Vorlesung, Gleichung 10. 
Elena, aber ausführlichere Entwickelungen heischend, ist die umgekehrte 
Methode. das Hauptaxenproblem erst durch P: artialbruchzerlegung der in A rationalen 
Funetion D(A):4(A) zu erledigen. Man findet dabei, dass die W urzeln der Gleiebung 
IA) —= 0 die Grenzen bilden, zwischen welehen die Wurzeln von D(4) — 0 iegen. 
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Fläche zweiten Grades behandeln. Die Differentialgleichung dieser Curven 
ist durch 
ds’ = die’ + dy’ +dz’ = 0) 
dargestellt und besitzt bekanntlich für die conforme Abbildung der Fläche 
auf einer Ebene eine fundamentale Bedeutung *). 
Da die Gleichung: 
?+nN+Q = Xı Y:’+ 7 
besteht, so wird der Ausdruck von ds’ in den Differentialen di, und di.: 
(ME A —A, dd —AN A 


ds = 7ı  —— nn nn nn 
(Al 4(4) 2 40)’ 444, 
. y. .>o .. 5 . . s) . 1 
oder mit Einführung der gewöhnlichen elliptischen Coordinaten = — 
A 
1 
und n=— ——: 
h, 
i T—r rt, dr? r, dt? } 
ds’ = ’ or —\ + - j 1 w 
ıi ri" FTeri-n) 


Die beiden Schaaren von Cireulareurven haben also zu Integralgleichungen ** 





N- A a dr, +y-1/Y | — zer; dt, = econst. 


17° 4(—T-)) 
FM ae Rs ver Ta v-1/] Ar’ 4(— =") dt, — «onst., 


auf Grund welcher die weitere Behandlung der eonformen Abbildung ver- 
mittelst 9 -Funetionen in bekannter Weise erfolgen kann ***). 

V. Die geodätischen Linien auf einer beliebigen Fläche zweiten 
Grades mögen als letztes Beispiel für die Beleuehtung der in II. ange- 
ebenen allgemeinen Regel hier betrachtet werden. Das erste Integral 


*) Man vgl. die berühmte Abhdlg. von Gauss über diesen Gegenstand in Bd. IV 
seiner Werke 8. 193 ft. 

*=#) Man beweist leicht, dass für eine reelle Fläche und für 7, >r, die beiden 
Grössen unter den Quadratwurzelzeichen positiv sind. Nach der von mir gegebenen 
Entwiekelung auf S.400 der Hesseschen Raumgeometrie (Z. 1—11 v. 0.) ist z. B. 


1 i En l / | 
a — ) von demselben Vorzeichen wie — —. Das Product — A-"A — 
T ER 7 
1 2 
. . . nz * . ” . f | \ .. » 
stimmt daher in seinem Vorzeichen mit demjenigen von \ = JERn=n—t, überein. 


1 


=##=) Man vgl. die Preisschrift des Herrn Schering (1858), sowie die Abhandlungen 
von Jacobs in diesem Journal Bd. 59 8.74 und von Herrn Hoppe in den Math. Ann. 
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Differentialgleichung dieser Linien ist: 


w+w+tm).y(dz, dy, dz)+c(da’-+dy’+de’\ = 0*). 
Dasselbe ist von Joachimsthal geometrisch gedeutet worden und sagt aus, 
dass einem bestimmten Werthe der Integrationseonstante e zwei geodätische 
Linien entspreehen, welche durch einen beliebig gegebenen Punkt x, y, z 
der Fläche gehen und übrigens nur reell sind, wenn eA='" zwischen A7' und 
),' liegt. Die beiden Tangenten an die geodätischen Linien sind nämlich 
die Schnittgeraden des Kegels zweiter Ordnung: 
ta tm)y(E,n,Y)+eä+n+d) = 0, 

mit der Tangentialebene a5+bn+.cl=0, vorausgesetzt dass das System der 
Axen 5, n, € parallel zu dem ursprünglichen durch den Punkt «&, y, z 
gelegt ist. Unter Anwendung des in I. definirten Axensystems X, Y, Z 
und mit Berücksichtigung der Gleichungen 

X=0, Al, = -Ar, 


wird daher dieses Tangentenpaar analytisch dargestellt durch: 


IR SEWE Re DNB =(Y+Z) = 0, 


* . . . .. “ 1 1 
wird also nieht imaginär sein, so lange „ —ceA”' und — — cA”! entgegenge- 


A, A, 
setzte Vorzeichen besitzen. Gleichzeitig ergiebt sich vermöge Ersetzung der 
Fra ä di, da, 
Grössen Y und Z dureh — und ——, dass das erste Integral bei 
2), u'v 2),u" v © 


ii 2 
Einführung der Veränderlichen 4, und A, die Gestalt annimmt: 
dA? dA? 


e en 3 - =—— ) 
(A —NAa) CA, Naa). " 


oder bei Anwendung der Grössen 7, und 7, diese andere: 





Tr, dr! T, dr; 0 
| —— | eh, 
(Ar) 4(— er (eA-'—1,) 72 4(— Eu 
Mit Gebrauch des Zeichens 
R(r) = 1.(cA'—T).’I(—rT).A" 
werden also die Integralgleichungen für die beiden, einem gegebenen Werthe 


*) Cfr. Joachimsthal, dieses Journal Bd. 26 S. 1565 und Hesses Raumgeometrie, 
Vorlesung 23. 








a 


_— 
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Dee 


von e entsprechenden geodätischen Linien von der Form: 


» T, dr, : $ dr, 


Y = 6, 

, YR(T ) f YR(r,) | 
. t.dr a a 

/ ‚dr, 4 dr, Er 
) k(t,) } R(t,) 


Ueber die weitere Betrachtung dieser Gleichungen, insbesondere über 


die Einführung der hyperelliptischen Funetionen an Stelle der Integrale 


vergleiche man die bekannte Abhandlung des Herrn Weierstrass im Monats- 
bericht der Berliner Akademie 1861, p. 986 ft. 


Tübingen, Anfang October 1877. 














beweis eines Satzes von den Oberflächen zweiter Ordnung. 


(Von Herrn Milinowski zu Weissenburg ı. E. 


In der Sitzung der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 
»5. Oetober 1877 hat Herr Weierstrass eine Mittheilung des Herrn Schröter „über eine 
den Brennpunktseigenschaften der Kegelschnitte analoge Eigenschaft gewisser Ober- 
lächen zweiter Ordnung“ vorgetragen. Der eine Theil dieser Eigenschaften lässt sich 
in folgendem Satze aussprechen: /n dem einschaligen Hyperboloide, welches der Ort 
eines Punktes ist, dessen Abstände von zwei festen windschiefen Geraden in einem un- 
veränderten Verhältnisse stehen, sind diese Geraden solche conjugirte Strahlen, dass die 
beiden ihnen zugehörigen Ebeneninvolutionen (d. h. die Paare conjugirter Ebenen in Bezug 
auf das Hyperboloid, welche dureh jeden der beiden Strahlen gehen) eirculare sind 
oder aus Paaren rechtwinkliger Ebenen bestehen. Herr Schröter stellt „die vollständige 
und auf rein geometrischen und durchaus elementaren Constructionen beruhende Ab- 
leitung“ dieses Satzes und eine Erweiterung desselben in Aussicht; da dieselbe noch 
nicht veröftentlicht ist, theile ich folgende Ableitung des obigen Satzes mit, die ihrer 
Einfachheit wegen vielleicht von Interesse ist. 

Es seien / und !' zwei windschiefe Gerade, « und «, zwei aufeinander senk- 
rechte Ebenen durch /, welche ! in A’ und A, schneiden mögen; durch A’ sei g eine 
beliebige Gerade, welche «, in B trifft und auf ihr seien B, und B, zwei solche Punkte, 
dass ihre Abstände von / und !' im Verhältnisse m : m’ stehen, so ist zu zeigen, dass 
A'B durch B,B, harmonisch getrennt sind. Zu dem Zwecke fällen wir BD, B,D, 
B,D, senkrecht auf die Ebene «, dann liegt BD in der Ebene «, und D auf /; die 
drei Punkte DD, D, liegen auf einer durch A’ gehenden Geraden; wir fällen ferner 
DC, und D,C, senkrecht auf ! und ziehen B,C, und B,C,, so stehen auch diese 
Geraden senkrecht auf /!; endlich fällen wir noch B,C, und B,C, senkrecht auf 7. 
Dann ist B,C):B,C, =B,C,:B,C, =m:m, also B,C,:B,C;, = BC, :B,C,; 
weiter B,C\,:B,C, =B,4':B,4'=BD,:B,D,, also BC, :B, C,=B,D, :B,D,; da 
/ B,D,C, = B,D,C, = W°, so ist AB,D,C, x B,D,C, und C,D.:C,D,=B,D,: B,D,, 
erner B,D,:B,D, = B4':B,A'=D,4':D,A'. Aber CD,:C,D, =DD,:DD,, also 
BD A':D,A'=DD:D,D, d.h. AD sind durch D, D, harmonisch getrennt und daher 
auch A’B durch B,B.. 

Weissenburg i. E., Februar 187>. 
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tat 


Sur les actions mutuelles des formes invariantives 
derivees. 
(Par M. J. J. Sylvester, professeur a Johns Hopkins University Baltimore, 
Etats-Unis de ’Amerique du Nord.) 


Je comprends les invariants, les covariants, les eontravariants et toutes 
les tormes qui derivent dans le m&me sens d’un systeme donne de (Juan- 
ties sous le nom general de derivees invariantives, et je vais etablir un 
prineipe qui rend ces formes feeondes et donne A deux queleonques d’entre 
elles la facult@ de produire, par laetion de Vune sur Vautre, de nouvelles 
formes invariantives. Si l’on se borne aux invariants diun seul Quantie 
ou dun systeme de Quanties, la maniere de procdder pour cette generation 
est presque &vidente d’elle-m&eme. Car soient Fa, b,e,...). @(a,b,e,... 
deux invariants du m&eme Quantie, ou du meme systeme de Quanties. 
et eerivons A la place de a, b, ce, ... dans l'une de ces deux fonctions 
d d d 
da’ db’ de’ 


le resultat restera invarlantif (sauf le cas dans lequel le resultat se re- 


si Ion opere avec la fonetion ainsi modifice sur Vautre, 





duit A zero ou a une autre constante numerique). En effet, designons paı 
8. u: nis d d a 

a, b, ... les operations ——, —-, et admettons qu'une substitution quel- 
da db 


conque appliquece aux variables des Quanties donnes dont F et @ sont 


les derivees, change en «’, b', ce‘, ... les el&ments donnds a, b, e, ...: alors on 





aura d’apres un prineipe elementaire du ealeul differentiel 


ER da’ _ j da’ 

N da er. db 
- db’ - db! 

’ = 0 — 41 

” da ' g db 





done la substitution eontraire & la substitution en question changera a, b, e, ... 


en a,b’, cd, .... Or F(a,b,e,...) et @(a, b, ce, ....) ne subissant aucun change- 
ment, le resultat de Voperation de la premiere sur la seconde ne subira non 
plus de changement par une substitution queleonque operde sur les variables. 
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(‘e raisonnement reste bon dans le cas ot l’on substitue A Vinva- 
riant @ un contravariant quelconque. Mais dans le cas general, dans le- 
quel les variables entrent en m@me temps dans F et dans @, on a besoin 
de sappuyer sur des considerations additionnelles d’un genre nouveau. 

Or je remarque que la formation d’un Quantie queleonque se com- 


pose de trois genres de quantit@s — des variables, — des parties litterales 
des coeffieients et enfin — des multiplicateurs numeriques qui les affeetent et 


qui forment, pour ainsi dire, l’&quipement arithmetique de la forme. Dans 
la vieille algebre ces multiplicateurs numeriques ont &te reduits A Junite, 
dans Valg&bre moderne on les egale aux nombres binömes ou polynömes. — 
Dans la theorie que je vais produire on aura besoin de se servir d’un 
equipement qui tient pour ainsi dire Ja moyenne entre les deux dont je viens 
de parler, e.&. d. que le multiplieateur d’un element quelconque sera la ra- 
eine earrde du nombre binöme ou polynöme qui lui serait egale dans la 
notation ordinaire des Quantics. Quand les multiplieateurs numeriques 
sont mis sous cette forme, je dirai que le Quantie est un Quantic prepare. 

Ikemarquons que, quel que soit l’equipement numerique d’un Quantie, 
une substitution queleonque operee sur les variables induit une sub- 
stitution correlative operee sur les elements, e.ä&.d. que si dans le Quantie 


on Eerit pour ©, Y, 3, ... des fonctions lineaires 


(ia, nb, ve, ...18, 4, 3,:..) r 


de 2,9, 2,..., le Quantic se changera en un autre (AA, uB, vC,... 02,9, 2,...) 
ot A, B, C, ... seront des fonetions lindaires de a, b, ce, ... Quwon se- 
pare les coefficients qui entrent dans les fonetions lineaires donndes de 
”, 9, 3, ...: on obtient une matrice; — qu’on separe les coeffieients qui 
entrent dans les fonetions lineaires de a, b, e, ...: on aura une autre ma- 
trice, — et je dirai que cette seconde matriece est ö»duite par la premiere. 
Puisque les ehangements peuvent &tre effeetues par des alterations insensibles 
on pourrait m&me sans trop dincorreetion affirmer que le mouvement des 
variables öndait ou entraine avee lui un mouvement dans les elements d’une 
forme donnee. L’ordre du determinant indueteur ne depend que du nombre 
des variables, celui du determinant induit depend en m&me temps du nombre 
des variables et du degre de la forme par rapport aux variables. — 

On eomprend le sens quwil faut attribuer a la designation de matrices 
contraires. La matriee dont les termes servent A exprimer le systeme des 
variables & 7, &, ... en fonetions lineaires des variables x, y, 3, ... et 
celle dont les termes servent A exprimer les x, %, 2, ... en fonetions 
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is 


lineaires des &, n, {, ... seront appeldes matrices eontraires *) et de möme 


les deux substitutions dont les eoeffieients sont donndes par deux matriees 
contraires seront appeldes substitutions contraires. 

Cela pose, je suis en «tat d’enoncer le suivant theoreme fonda- 
mental. Dans un Ouantic prepare deux substitutions contraires operees sur 
les variables induisent deux substitutions contraires operces sur les elements. 
La preparation indiqude ei-dessus est Ja condition n&cessaire pour la vali- 
dit@ du. theoreme: si le Quantie n'etait pas düment prepare de la ma- 
niere indiquee, des substitutions eontraires appliqudes aux variables n’in- 
duiraient point des substitutions ontraires operces sur les dlements. 
Avant d’entrer dans la demonstration de ce theoreme je rappellerai que la 
matriee produite par la multiplication de deux et consäquemment d’un nombre 
queleonque de matrices et la matriee produite par la multiplieation des 
matriees respeetivement eontraires aux premieres, sont encore des matriees 
eontraires entre elles — cet enonee suppose toutefois que les multiplieations 
des matriees soient effeetuces de maniere que leurs el&ments soient combinds 
ligne par colonne ou colonne par ligne, mais non ligne par ligne ou 
eolonne par eolonne. 

Considerons pour un instant une matrice de la forme 


: 
\ r 1 s 
s 1°+f 


ou toutes les places vacantes dans le carre dont la ligne des unitds est 
une des digonales, doivent &tre remplies par des zeros. 

En se bornant aux termes de la premiere dimension en r, s, #, 
la valeur du determinant est 1—rr —ss’ —tf... Autant qwil est permis de 
se servir de cette valeur approchee, les derivees du determinant par rapport 


ei Mot plus preeis que celui dinverse ou de reciproque dont on se sert quelque 
fois dans un sens plus vague quant & la grandeur absolue des termes dont on parle 


12” 
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Ar,s, t,... auront les valeurs —r', —s’, —!', ... et vice versä, done en 
attribuant des valeurs infiniment petites & r, s, £, ... et faisant Evanouir 
chacune des lettres accentudes, la matrice 











1 
r 1 
s 1 
t 1 
A] N 
1 
T 
1 
o 1 
aura pour sa contraire la matrice 
lr 
: 
1 t 
| 1 
BJ] { 
l rı 
lo 
| le 
1 


our, s, #, ... doivent &tre remplacdes par —r, —s, —t, 

J’etablirai d’abord la loi de linduetion des contraires dans le cas 
dun (Juantie binöme düment prepare, x et y &tant les variables et 
a,b, €, ... les elements. 

Si la loi des eontraires est vraie pour des substitutions dont la ma- 
trice a Vunite pour valeur de son determinant, elle sera vraie pour des sub- 
stitutions queleonques. De plus on d@emontre aisement que toute substitution 
au «determinant = 1 operee sur x, y peut &tre effeetude par trois substitutions 
simples successives, ce. &. d. par les substitutions successives de e+hy pour 
r, de y+Akx pour y et de e+/y pour ©. Done en vertu d’une remarque 
faite precedemment, la d&emonstration cherchee se reduit A la demonstration 
dans le cas d’une substitution simple, e. &. d. de la substitution de e+hy 
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pour x. Mais cette substitution m&me peut &tre effectude par une succession 
infinie de substitutions de la forme z-+.y, oü & est une quantit@ infiniment 
petite: done en vertu de la m&me remarque il ne nous reste qu’ä £tablir 
la loi des contraires dans le cas ol Von substitue c+:y au lieu de x 
dans la forme preparde 


ax + Yiba'y+ | ai). ce y + -+YV = 1) hzy"+Vikay'"+ly. 
Soit 
a + Vi y4 + Vi ay Hy 

ce que devient la forme apres cette substitution, de sorte que 

«—=a, b' = b+-Visa, ce = c+Y2i—Veb,.... "= k+YV2Gi-1)eh, P=l+Yich, 
et PosSons 

Yie af, Y2G—1)e = 8, VB —-2)e= , ... VYti-l)e=s, Vie=r, 
la matrice de la substitution par laquelle a, b, e, ... se transforment en 
a,b’, c',... formera le cas partieulier contenu dans la matrice [A.] lorsque le 


J 
’ ’ 


systeme des quantites r, s, f, ...7, 0,0, que je designe ieci par r,s, t,...!,s’,r 
est r&versible, c.ä&.d. que l’on a 


i ca 1: 4 ne 
Or au lieu de la substitution og Pperee sur 2, y prenons la substitution 
0 . 


* 1 * * [3 * 
contraire ‚gp> % %& d. la substitution simple de y—-ex pour y: il est 
| 


evident que la forme de substitution induite sera donnde par la matrice |B.] 
avec les möemes valeurs de r, s, t, ... f, s, r' quiauparavant. Mais ces deux 
matrices sont contraires. Done le theoreme est demontre dans le cas des 
formes binaires. On voit la necessite de la condition que le Quantie soit 
prepare quant & son &quipement numerique. Car sans cela les deux ma- 
trices induites qui se trouvent toujours sous les deux formes [A.] et [B.], 
ne seraient plus contraires, car le systeme des quantitds r,s, ft, ... F,s,r 
etant renverse dans ces deux formes et les lettres accentudes et non-aceen- 
tuces ne conservant plus des valeurs identiques, .les deux matrices [A.| et 
[B.] cesseraient d’etre correlatives. 

Comme exemple du theoreme qui vient d’etre &tabli, considerons le 
cas tres-simple de la forme preparee ar +Y2bxry-+ ey‘. 

Operons sur z, y la substitution fe+gy pour x et he+hy pour y 


(olı pour plus de simplieite je supposerai que fk—gh = 1); les valeurs in- 
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duites en a, 5, e r&pondront A la matrice 
a. Wu 
Y2fg fk+gh V2hk 


VA M 


dont Vinverse, en negligeant le facteur commun fk—gh, sera 


k’ — Y2gk g 
—V2kh gh+fk —V2fg 
h‘ — 1/2 fh . 


qui est Eevidemment la matrice d’induetion qui repond & la substitution de 
ke—hy pour x et de -ge+fy pour y: e. a. d. que les deux substitutions contraires 


fg k —h 
hk’—g f 


[4 (4 [4 f 
operces sur les el&Ements a, b, e. 


operees sur les variables induisent des substitutions eontraires 


J’ajouterai deux observations dont la premiere trouvera son appli- 
cation dans la d@emonstration generale et dont la seconde facilitera Vappli- 
cation du prineipe que je vais fonder sur la loi des contraires. 

I’. Il est evident que pour preparer un (Quantie, il n’est pas ne- 
cessaire que .les multiplieateurs numeriques soient les nombres binömes 
eux-mö@mes: il suffit que les rapports entre ces multiplieateurs soient les 
memes qu’entre les nombres binömes. 

2’. Sil’on applique aux variables deux substitutions eontraires dans 
deux Quanties ayant les m&mes el&ments mais des multiplieateurs numeriques 
distinets, les substitutions induites seront contraires pourvu que les produits des 
multiplieateurs qui affeetent le m&me @l@ment dans les deux Quanties, suivent 
la loi des multiplieateurs dans un Quantie prepare: ainsi comme cas 
partieulier, si Von introduit deux substitutions contraires Vune dans un 
(Juantie de la forme normale (a, b, e,...0x,y), Vautre dans un Quantie 
ou les elements sont les m&mes mais depourvus de tout multiplieateur nu- 
merique (e. &. d. dans deux Quanties avee les m&mes &l@ments, V’une &erite 
selon la methode ancienne; lautre selon la methode moderne) les deux sub- 
stitutions induites sur les el&ments seront eontraires. A lYaide de cette re- 
marque on &vite l’ineonve@nient d’introduire des racines earrdces qui doivent 
necessairement disparaitre dans les resultats. | 

Passons A l’applieation du theor&me sur les substitutions eontraires. Soit 
Fla,b,e,..:x,y) un eovariant d’un Quantie ou d’un systeme de Quanties: &erivons 





fi 


n 


u 
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d 8 
da’ db' de 


possedera toutes les proprietes d’un contravariant, e.ä&. d. que si@(a,b,e,...:x, y) 


comme auparavant a,b,c,... pour ...; je dis que F(a, b, c,....:x,y) 


est un contravariant queleonque du m&me (uantic ou du m&me systeme, 
F(a, b,c,...:@,y) appliqu& comme operateur A la forme @(a,b,e,...:z, y) 
conduira A un contravariant. Dans cet Enonee on suppose toutefois que 
les Quanties soient exprimes chacun dans leurs formes prepardes ou 
bien (ce qui revient au m&me) que des deux formes F et @ l’une appar- 
tienne A un systeme de Quanties pleins (e.&. d. & el@ments affectes de 
nombres binömes) et lautre & un systeme de Quanties vides (e.A.d. A 
elements depourvus de multiplicateurs binömes). Sous cette condition la 
forme Fx @, c.&.d. le resultat de l’operation du covariant F sur le eontra- 
variant @ sera un contravariant du systeme auquel @ appartient. Si au 
contraire F est un contravarlant et @ un eovariant le resulat Fx @ de l’op£- 
ration de F sur @ sera un covariant. Dans ce qui suit je supposerai pour 
plus de simplieite que les formes dont il est question soient presentdes dans 
leur forme preparee. 

Je vais passer maintenant A des gen@rations de formes derivees que 
l’on obtient, si dans la forme derivee F(a, b,e,...:x2,y) qui pourra &tre co- 
varjant ou contravarlant, on remplace non seulement les @l@ments a, b, e 


. 0. 
> 


un . i . d . d . d i 
par leurs inverses symboliques, e.a.d. par a= ‚b= ‚c= “+, mais 
. da db de 
en m&me temps les variables x, y par leurs inverses symboliques, ce. A. d. 
= d . d W . * 4 x 
par =, y=--: $Noit $ ce que devient F apres ce remplacement, de 
dx’ dy 
sorte que P=Fla,b,c...:z,y), et solt @ (a,b,c,...:7,y) une seconde 


forme derivee du m&me systeme, qui pourra etre covariant ou contra- 
variant; cela pose, suivant que le produit F.@ (ce. &.d. F(a, b, e,....: x, y) 
multiplie par @(a, b, e,...: x, y)) est un covariant ou un contravariant, le re- 
sultat 2x G@ de l’operation de $ sur @ sera dgalement un covariant ou 
un contravariant. 

Considerons encore l’operation F qui resulte d’une forme derivee F 
lorsque, sans alterer les elements, on remplace seulement les variables x, 

. ' d d 

y par leurs inverses symboliques = = , er Dans ce cas comme 
dans celui que nous avons considere en premier lieu et dans lequel on 


remplacait seulement les @l&ments (et non les variables) par leurs inverses 
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symboliques, le caractere de F est renverse, de eovariant il devient eontra- 
variant et vice versä. Em un mot: une seule inversion symbolique renverse, 
deux inversions simultandes reproduisent le caraetere de F. Ces propositions 
n’ont pas besoin d’etre demontrees formellement, elles decoulent comme 
eonsequences des deux prineipes: 

1". que la marche du mouvement d’un systeme queleonque de lettres 
et de leurs inverses symboliques est contraire, | 

2". que les mouvements induits dans les elements *) d’un Quantie 
prepare par deux mouvements contraires des variables sont eux-m&mes 
eontraires. 

Donnons le nom de differentiant-en-z A une fonction D’ des dl&ments 
d’un @uantie binaire ou d’un systeme de plusieurs Quanties binaires, 
qui ait la propriete de rester la m&me apres la substitution de e+hy au lieu 
de x, ce. &. d. qui dans la notation pleine d’el&ments affeetes de multi- 
pliecateurs binömes satısfasse a lidentite 

Z(ab+2bce+3ed-+.-+ikl)D' = 0. 
De meme soit "D un diftferentiant-en-y, e. &. d. une fonetion des 


x 


elements qui satisfasse A lidentite 
Z(iba+(—1)eb+--+1h)'D = 0. 

Pour les Quanties prepares ces @equations prennent la forme 

(1.) S(Ynab- Ve(n—1)bce+.-: -Y2(n—1)hk-+VYnkl)D' = a, 

(2.) Z(Ynba+V2(n- l)cb+.--+Y2(n- L)kh | Yn!k)'D — (). 
On sait que D sera toujours le ceoeffiecient de la plus haute puissance de 
» dans quelque covarlant du systeme et’D eelui de la plus haute puissance de 
x dans quelque eontravarlant: et puisque en substituant au lieu des el&ments 
leurs inverses symboliques le resultat de son action sur le covariant sera en 
vertu de notre dernier theoreme un covarlant et le eoeffieient de la plus 
haute puissance en z un differentiant-en-z, on en tire Ja consequence que 
laetion d’un differentiant-en-y rendu operatif (par inversion symbolique) sur 
un differentiant-en-z donnera naissance A un differentiant-en-z: ce qui 
revient A dire que si D est une fonetion (des systemes de a, b, ce, ...) qui 

*) De la eombinaison de ces deux prineipes il resulte que le second prineipe 


peut etre enonce non seulement pour les el&ments mais egalement pour leurs inverses 
symboliques. 
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satisfait A l’&quation (2.) quand on y remplace a, b, e,... par a,b,ce,... 

Bu d d d 
et a, db, c, ... par —, —, —, 
db de 


.. @.d.d. para, b, c,.... et que si D' 
da 
satisfait A l’&quation (1.), alors &D’ doit satisfaire & la m&me &quation (1.). — 

Pour donner une demonstration independante de cette conelusion. je 
nommerai 42 l'operateur qui reduit DA zero, '42 celui qui reduit "DA zero. 
La demonstration restant essentiellement la m&me dans le cas d’un systeme 
et dans celui d’un seul Quantie, on se bornmera pour plus de simplieite 
A ce dernier cas, ce qui permet de supprimer les signes de sommation (I). 
Evidemment la proposition quwon veut &tablir sera vraie si les deux op£&- 
rations DR’ et 2’b que l’on obtient en appliquant Voperation $ et Vop£- 
ration 2’ Yune apres llautre dans un ordre different, ne different pas entre 
elles, ou ce qui est Ja m&me chose, si BR et AD ne different pas en 
puissance op£rative. 

Or bornons-nous pour le moment a un seul terme queleonque, p. e.auterme 
,pq eontenu dans 2’ (4 &tant un nombre) et considerons la diff@renee entre 
l’operationdepg® et de Dpq. Comme ce n'est que V’eexistenee de p en & 
qui produit eette difference, dtudions V’effet de chaque terme Mp separdment 
ott M ne contient pas p. D’apres le theoreme de Leibnitz la differenee 


d r 
-(p) ou bien 
) 


entre l’eftfet de p(pq) et de pg(p‘) sera ip, Ad.gq 
a 


qp\Pp) 

Done la valeur de la difference operative entre pg$ et Dpg sera 
gpP et consdequemment la valeur totale de la difference entre AP et BR 
sera I(Agp®), ce. A. d. elle sera ce que 2’ devient quand apres avoir renversd 
l’ordre des lettres dans chaque eonjonetion ab, be, ed qui s’y trouve, on 
remplace les lettres non-accentudes par les lettres une fois accentudes et ces 
dernieres par les lettres deux fois accentudes, ce qui fait voir que la 
difference operative entre BR et QD sera nulle, vu que par hypothese 
b(a,b,c,...) est un differentiant-en-y de lexpression dans laquelle se 
change le Quantie donne (ou bien les Quanties simultanes donnes) quand 
on y remplace les dl&ments a, b, e, .... par leurs inverses a, b, ce, 
et que 2’ se change en ’f2 quand on renverse l’ordre des &lements. 
J’ajouterai un seul exemple pour illustrer ee resultat, et pour &viter l’emploi 
des racines carrdes je me servirai de la forme pleine pour les operandes 


et de la forme vide pour les operateurs. 
Journal für Mathematik Bd. LXAXXV. Heft 2. 13 
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Soit donne le Quantie (z,y)’ et choisissons-en le discriminant 
ad’ + tac’ + Adb’ — 3b? € — babed. 


Differentiant par rapport & a cet invariant que je regarde pour linstant 


comme un differentiant-en-y, joobtiens le nouveau differentiant-en-y 
ad’ — 3bed + 2c‘. 
Pour obtenir Foperateur qui y repond par rapport A la forme vide, 
il faut Eerire au lieu de db, ec, ce qui donne l'operateur 
27a’ —Ihed-+2e. 
Appliquons cet operateur au differentiant-en-x, que l’on obtient en multi- 


— W 
3'393 


pliant le diseriminant par ac—b’ et qui est 

4a’ ce — Tab’ — (ba’kd-+ 30°) ce + d’+10ab’d) c— ab’ d’— Ab’d. 

Le resultat des differentiations indiqudes sera 

192a° e — S4ab’ — 270ab’ + 108a’e —108ab’ +162a’c = 462a(ac — b*), 
ee qui est Evidemment un differentiant-en-xz, comme il doit @tre. Passons 
rapidement A l’etablissement des theoremes analogues relatifs aux formes 
derivees d’un nombre queleonque de variables. 

La loi des mouvements contraires etant vraie pour les Quanties 
binaires düment prepares, sera egalement vraie pour les Quanties ternaires 
pareillement prepares. Car soit © le degr& d’un Quantie dans ses va- 
riables x, y, 2; quon le range suivant les puissances ascendantes de z, 
vidtemment ehacun des Quanties binaires qui multiplient ces puissances 
sera düment prepare. Le premier aura pour son &quipement numerique 
les raeines earrees des nombres binömes de l’ordre i, le second les racines 
carrees des nombres binömes de Vordre ö—1 multipliös chaeun par Yi, le 
troisieme les raecines carrees des nombres binömes de lVordre ©—2 multiplies 
chacun par yi Zn et ainsi de suite. Or il est facile de voir comme 
auparavant que le theoreme sera vrai pour des substitutions queleonques sl 
est vrai pour les substitutions pour lesquelles le determinant est lunite, et 
chaque substitution de ce dernier genre peut &tre effeetuce par une suceession 
de substitutions simples de la forme ze-+Ahy; y+hz ete. Done on n’a besoin 
que de demontrer le theoreme pour une seule substitution de ce genre 
comme z+hy: mais pour cette substitution, tous les Quanties en x, y 
ont j’ai parl& etant düment prepares, on a deja demontre que le theoreme 
est vrai. Done le theor&me est vrai pour chaque Quantie ternaire. De la 
meme facon on passe des Quanties ternaires aux Quantics quaternaires et 
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de m&me progressivement aux Quanties d’un nombre queleonque de va- 
riables. De plus il est facile de voir que la d&monstration peut &tre etendue 
sans diffieulte a des Quanties multipartites, e.&. d. eontenant un nombre 
queleonque de systemes de variables: car chacun de ces systemes efant 
assujetti a une substitution a part, le systeme des &l&ements subira une sub- 
stitution composee des substitutions induites par chacune des substitutions 
partielles relatives a un systeme isoleE de variables. De plus deux sub- 
stitutions eontraires appliqudes & un queleonque des systemes de variables 
induira deux substitutions eontraires appliqudes aux &lements. 

Si pour donner plus de simplieite aux &@nonees. on se borne 
au cas de Quanties unipartites on peut resumer les eonsequenees qui 
decoulent des prineipes &tablis en affırmant gwune derivee invariantive 
d’un systeme queleonque de Quanties unipartites prepares reste une de- 
rivee invarlantive, quand on substitue pour les variables ou pour les 
elements ou pour les unes et les autres simultandment. leurs inverses 
symboliques avec la distinetion que sous la premiere supposition le ea- 
ractere est change dans son oppose et sous la derniere il reste le 
m&me. — Dans mes premiers memoires sur ce sujet dans le Quarterly 
Journal of Mathematies jai deja donne substantiellement cette loi en me 
servant de la forme pleine pour les operandes et de la forme vide pour les 
operateurs — mais je erois que personne n’en a jamais donne la preuve. — 
(est Videe lumineuse et tr&s-inattendue de la loi des mouvements eontraires 
relative aux Quanties prepares qui simplifie la theorie et en rend la 
demonstration presque intuitive. 


Cependant ce n’est que par exeeption quon doit se servir de la 
forme preparece pour designer les Quanties. — Parmi les autres avan- 
tages de la notation ordinaire on peut eiter la permanence de chaque ex- 
pression d’un differentiant, ec. &.d. qu’iun differentiant qui appartient A un 
(Juantie d’un degr&e queleonque restera un differentiant de tout Quantie 
eontenant le m@me nombre de variables dun degre superieur. Car soit 
2—=ab+2be+--+ikl et QFla,b,e,...!)=0, il est @vident que si Von 
augmente 2 par des termes additionnels (#+ 1D)/m+ ete. et que Von designe 
par 42, Voperation (2 augmente, on aura 42, Fla,b,c,...D=0. Dans cette 
notation un eovariant ou eontravariant qui appartient A un Quantie quel- 
eonque donne, appartiendra done egalement A tont autre Quantie com- 


3? 
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pose du me&eme nombre de variables et qui, en dependant des me&mes e£le- 
ments, s’eleve pourtant & un degre superieur *). 

De plus il y a dans cette notation des moyens qui permettent de 
donner aA un differentiant unique la facult@ de propager, pour ainsi dire, 
son espece, sans agir sur une autre forme du m&me genre et sans en subir 
action. — Voiei un exemple de ce genre de propagation. Soit F(a,b,e,...!) 
un differentiant-en-z d’un Quantie binaire donne (a,b, e,...Iix,y), de 
l'ordre j dans les el&ments, remplacons les @l&ments a, b, e, ... ! de F par 
Sıs Sı5 Say +++ 8, OU s, Signifie la somme des puissances g“mes (des racines 

du Quantie donne; alors a*F(s,,8,%,...5;) restera encore un diffe- 
rentiant-en-xz du m&me Quantie, « €tant un nombre &gal A l’ordre du difte- 
rentiant transforme. En effet les formules eonnues du ealeul differentiel pour 


passer d’un systeme donne de variables independantes & un autre, &etant appli- 
d d 
4 ... -1- = 


’ x » . u . d 
yuces a la transformatıon de l EXPTESSION ] +- ] . ou O, Opı ... ; 
da da 


. de; 
designent les valeurs de = qui annulent Je Quantie donne, cette ex- 
pression se transformera dans lune et l’autre des deux expressions 

_ fab+2be+3cd+--), [ss +28: +38: +). 
Par eonsdquent lidentite (ab+2bc-+--.)D —=(0 etant satisfaite, V’identite cor- 
relative (+28 +) 4=N le sera egalement, / designant la transformee 
de D selon la regle donnee, et comme A chaque differentiant appartient 
un seul eovariant dont il constitue un coeffieient prineipal, on a le moyen 
de passer par une substitution facile d’un invariant ou covarlant A un autre 
eovariant qui sera en general d’un degre different par rapport aux variables. 
Ainsi par exemple si l’on regarde Vinvarılant ae—4bd-++3e appartenant au 
Quantie (a, b, e, d, eö.x, y)' comme un differentiant-en-z, on voit que «, 5, y, d 
etant les quatre valeurs de = qui annulent le Quantie donng, 


ak) — Lat ß+yY+I) (+++) +3 (le + P+7+0”)) 


*) Il peut arriver qu’un differentiant qui est irreduetible pour un degre donne de 
son (Quantie cesse de l’ötre pour un degre superieur. Cela a lieu, par exemple, dans 
le eas du diseriminant de la forme binaire du troisieme ou du einquicme degre (il va 
sans dire qu’en &levant le degre, on augmente en m@me temps le nombre des elements). 
Il y a done des differentiants qui sont absolument irreduetibles et d’autres qui ne le 
sont que eonditionnellemeht. Ainsi a’d— Babe + 2b’ appartient A la premiere categorie, 
ad’ +4ac’+4db’— 3b’c’—babedälaseconde; carenlattribuantau Quantiec (a,b, c,d,el.,y)', 
il peut &tre exprime sous la forme (ac—b’)(ae—4bd + 5c’) — a(ace—ad’+2bed—c'—b’e), 
e.‘.d. il devient une fonetion entiere des quatre differentiants 

a, ac—b’, ae—4bd-+3c’, ace— ad’ + 2bed— c’—b’e. 
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sera aussi un differentiant-en-rz du Quantie donne. On verifie aisement 
que cette expression est: 

4 212 f 112 2\ 2 n 2 9.2 

a4 (za PP —3F(ay— BI) = —b(ac—b’) — 3a (ae—4bd+35c'); 
ainsi linvariant ae—4bd--3c? donne naissance au differentiant ae— bh? dont 


le poids est egal ä ao —2 et qui par consequent sert A determiner un 
covarlant quadratique de l'ordre 2 dans les dl&ments. Ainsi un invariant 
a servi A produire un covariant. La double representation des diff@rentiants 
au moyen des &elements et au moyen des racines, fournit une d@monstration 
d’un theor&me assez important dans la theorie des partitions qu'il serait 
peut-etre diffieile d’etablir par une d&monstration direete. Voiei en quoi 
eonsiste ce theor&me. Designons le nombre de manieres de composer un 
nombre » avec j des nombres 0, 1, 2,... par (n:i,j): on sait que 
(n:i,5j) = (n:j, i) et l’on voit sans peine que si mtu=ij, (m:i,j) = (u:i,j). 

Cela pose, le theoreme en question affırme que pour les valeurs de 


cal a (m—1:i,j) ou plus 


>“ 


m qui n’excedent pas En (m:i,j) peut ätre « 
grand que ce nombre, mais non plus petit que ce nombre, ou, ee qui revient 
au m&me, que sim est plus grand que r ‚ (m:i,j) ne peut pas etre plus grand 
que (m—1:i,j). L’une de ces propositions implique l'autre en vertu de l’&galite 
(m:i,j)=(ij—m:i,j). C'est la premiere que je veux etablir et je l’eta- 
blirai au moyen de la seconde. Üette d&monstration etant aceomplie je ferai 
une generalisation facile et du theor&me et de la d@emonstration qui v eon- 
duit, pour en faire llextension aux systemes de couples ;, j. 

En vertu de l’equation 2D=0, on sait selon lV’observation preeieuse 
que M. Cayley a fait le premier, que le nombre de differentiants lineaire- 
ment independants de llordre j dans les elements, qui appartiennent & un 
(Quantic binaire donne du degre © dont le poids par rapport a x est w, 
doit etre Egal A (w:,j)—-(w—1:i,j). 

Sans me&me se servir de cette proposition qui est certainement vraie 
mais qui exige la verifieation de lindependance des Equations qu’on obtient 
en satisfaisant A lidentite 2D = 0, on peut affırmer avee une certitude absolue 
que le nombre des differentiants dont il sjagit ne peut pas etre inferieur «a 
(w:i,j)—-(w—l:i,j), ce qui suffit pour la demonstration proposce. Or je 


dis quil ne peut pas exister de differentiants pour lesquels w est plus 
1] % .. . (4 

grand que > Car en vertu de Tidentite Q= ar - 

ke ( 


un differentiant quel- 
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rm 
) 


conque doit ötre de la forme @E(«— a) (a"—a'”)(a'—eY)... ol le nombre 


des facteurs est w et chaque « une des ö valeurs de > qui annulent le 
(Juantie donne du degre ö, bien entendu quil n’y a nulle restrietion sur la 
repetition des memes racines. L’ordre de cette fonetion symetrique relatif aux 
coefficients Etant j, on en conelura d’apres un theoreme connu de V’algebre ordi- 
nalre qu aucune racine « ne peut se presenter plus de j fois, mais dans chacun 
des »» facteurs il paraitra deux lettres; done le poids w est la moitie du 
nombre total de ces apparitions. Or puisque nulle lettre ne parait plus de 
j tois, le nombre total de ces apparitions aura öj pour son maximum et consc- 
1) 
2 


done comme il existe toujours 


quemment la valeur maximum de ® est 5, e.&.d. qwil n’existe pas de 


TR 
5; 
(w:i,j)—(w—1:i,j) au moins (je dis au moins pour ne pas mappuyer sur 


differentiants pour lesquels w exeede 


la verifieation de lindependance eitee plus haut), il s’ensuit que, pour 


2) D . - ’ ° .\ ’ 
>, , (wiı,j) ne peut pas exeeder (oe —1;i,,j) et par consequent que pour 
2 Bi er 2 
v=,- ou pur w<o, (w:?,j) ne peut pas &tre plus petit que (w—1::,,j) 


ce qwil fallait demontrer. On peut etendre ce raisonnement en se fondant 
sur la proposition que pour un nombre queleonque de Quanties, p. e. pour 
deux Quanties (a,b, e,...IIxz,y), (ad,b',...f'Ix,y)" le nombre des diffe- 
rentiants du poids ©» en x, de Vordre j dans a, b, e... et de Vordre 5 
dans «a, b', ... a pour expression ou au moins pour valeur maximum *) 
la difference entre deux denumerants dont l’un est le nombre de solutions 
en nombres positifs entiers du systeme 

ut str t+ ty t+ yto rt ya, 

2, +2 +. +ja +y +2 + +jy, = w, 
et Yautre le denumerant du systeme qui en resulte lorsqu’on y remplace 
w par @—1. En suivant cette voie et apres avoir d@emontre par la m&me 
methode dont on s’est servi ei-dessus et A l’aide des fonetions symetriques 
des racines des deux Quanties donnes que la valeur maximum de w est 
Fur 

2 


venee entre ces deux denumerants ne peut jamais etre negative, conclusion 


on arrivera & cette conelusion analogue que la valeur de la diffe- 
\ 


qui reste vraie en general. A ce resultat on peut donner l’enonce remar- 


*) Abstraction faite de lindependance non d&emontree des &quations donnees par 


nn d d \ d d 
} jr y p 2» n ...) ' 5, ' - ah ” 
| see de l'operateuı (a An 2b z >+>)4+ (a db 3 2b je 7 ) 





— y 
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quable: Que l’on developpe suivant les puissances de a, b, e ... le pro- 
duit d’un nombre queleonque de fonctions 
(1- a) (1-at) (1-af’) ... (1-af)) X 
(1—b)(1—bt)\(1-bi) ... (1-bf) X 
(1— ec) (1—et)(1-ef‘) ... (1-ef) X 


que l’on cherche dans ce developpement la fonetion de £ qui multiplie un 
produit queleonque donne de puissances de a, b, e...: cette tonetion 
ordonne suivant les puissances ascendantes de £ presentera une serie de 
eoeffiecients numeriques distribuds symetriquement autour de son milieu et 
ayant des valeurs non decroissantes depuis lune des extremitds jusquan 
terme unique ou jusquaux deux termes qui forment le milieu de la serie. 
L’importance de cette proposition pour la theorie des invariants con- 
siste dans le fait qwelle @Enonce et d’apres lequel Terpression analytique 
du nombre des differentiants lindairement independants d’un systeme de 
(uanties binaires donne est toujours un nombre positif ou nul, pourvu que 
ces differentiants soient d'une forme concevable, e. &. d. que le poids donne 
w mexcede pas le maximum dont il est susceptible. Au contraire, pour 
les differentiants inconcevables, ec. &. d. dont le poids donne exeede le 
maximum, lexpression analytique du nombre est towjours negatif ou zero. 
La loi de l'aceroissement et du deeroissement eitde ei -dessus peut 
etre exprimee au moyen d’une transformation facile A verifier,. En ce 
bornant au cas dun seul Quantie on a l’enonee quw'en representant par 
(6) un des deux produits 
(1-2ac08s0+ a) (1—2acos30#+a’) ... (1—-2acos (24 +1)0-+a'), 


J 


(1—- a)(1—2ac0s20 +a’)(1—2acos44-+a) ... (1—-2acos 299 +a). 


la fraetion developpee selon les puissances positives de «a et les sinus 


sind 
2(0) 
des multiples de # sera omnipositive, ec. &. d. ne eontiendra que des coeffi- 
ejents numeriques positifs. — La m&@me conelusion aura lieu quand on mul- 
tiplie ensemble plusieurs fonetions de Vune ou lYautre forme de z, savoir 
z(a,q,60)\z(a,g,®)... En designant par /7z(®) ce produit, le developpement 
le sind 

I14(0) 
vant les sinus des multiples de # sera omnipositif. — 


suivant les puissances de a, a’, «,... et leurs eombinaisons et sui- 


Il parait que ce theor&eme reste vrai quand on eonsidere la fonetion 


entiere sind //726 au lieu de la fonetion fractionnaire, -mais je n’en possede 
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point de preuve. Dans le cas simple de sin#z7® cela reviendrait a l’enonee 
que les coeffieients des puissances de £ dans le developpement de 
(1+a)(1-+af)\(1-+af)...(1-+af) 

qui forme @videmment une serie symetrique, jouissent de la m&me propriete, 
que les coeffieients du developpement de la fonetion reeiproque, e. A. d. 
que les valeurs des coeffieients peuvent augmenter ou rester stationnaires 
en passant de une ou lautre extr@emit de la serie vers le milieu, mais 
quelles ne peuvent jamais «deeroitre. — Il parait qu’une proposition ana- 
logue peut &tre avancde pour le produit yHYyÖHgYyN)...gy(t) ou p(@) 
signifie Itar+ta'r’+--+ar, et pour des formes encore plus gen£rales. 

Dans les recherches preeedentes je suis tomb& sur une demonstration 
exacte du theoreme fondamental de la theorie des invariants, theoreme qui 
a etE aceepte comme vrai par son illustre auteur M. Cayley sur la foi d’une 
induction a posteriori purement empirique et dont l’exaectitude a ete r&voquce en 
doute par un derivain distingue sur les formes binaires, apparemment en consc- 
quence d’une meprise relative A Vrexplieation donnee par M. Cayley sur la 
source de la eonelusion erronde quil avait Enonede sur le nombre des in- 
variants fondamentaux pour les degr&s superieurs. 

On demontre facilement que si Diw:i,j) est le nombre des diffe- 
ventiants lineairement independants *) de Tordre j, du poids » et qui ap- 
partiennent a un Quantie binaire du degre ;, 


On 


D(w :i,j) = u >(w:i,j)—- (w—1:i,j), 

difference que je denoterai desormais par S(w:t, j). Cette conclusion est 
une eonsequence immediate de Videntite 2D=0, D etan: un differentiant 
queleonque du Quantic (a, b,c,...Mx,y) et 42 Voperateur 

a0, +2bd. +3cd,+- 
Mais pour &tablir le theoreme en question e. A d. l’equation 
D(w:i,j) = JIlw:i,j). 

il faudrait avoir prouve lindependance de toutes les equations entre les con- 
stantes indeterminees, que Videntite 2D=0 foumit (en regardant D comme 
une fonetion composee des combinaisons des a, b, c, ... multiplices cha- 
eune par une telle constante) — ce qui n’a jamais ete fait et offre des 
ditfieultes presque insurmontables si l’on se propose de resoudre la question 


*) Pour plus de commodite je dirai differentiants Zibres au lieu de differentiants 
lineairement independants. 


& 
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par escalade. — Je suivrai une marche differente — commencant par Val- 
ternative d’egalit€E ou de superiorit@ entre D et 4, je demontre que la 
derniere est inadmissible — Vindependance dont jai parl& est done une 
eonsequence et non la clef de la demonstration. — Lorsqu’un operateur 


juelconque $ satistait a l’equation PF=G, je dirai dans ce qui suit que 
P transftorme F en @, et lorsqu’on a identiquement PF=0, je dirai que 
PD annule F. 

Je remarque que D(O::,j)= 1 parce que dans tous les cas il ya 
un seul difterentiant-en-r libre du poids zero, A savoir une puissance de a: 


d’autre part (O:i,j), e. a. d. le nombre de manieres de composer zero 


avee 0, 1, 2, 3, ... ö prises j A j est aussi = 1, par eonsdquent la relation 

Diw:i,j) — Ilw:i,j) fournit 
D(w:i,j)+Diw-—1:,j)+D(w—2:i,j)+--+D(0:,j) — (w:i,j 

ou le symbole — signifie „est egal a ou plus grand que.“ 


De plus on aura 
Diw:i,j))+2D(w-—1:t,j) +3D(w— 2:i,j) + 
> (eii,j)+w—-li,j)+le—2:i,j)- 
ee qui est vrai pour toutes les valeurs de =. Je supposerai A present que « 


gl Br 
’5 Pour > impaır. Dans ee 


ait la valeur 2 pour ij pair et la valeur 
cas Ja somme qui forme la seconde partie de Ja derniere relation devient 
@videmment &gale au nombre des combinaisons j a j (avee repetitions) 
tormees des (+1) chiffres 0, 1, 2, 3, ... , et assujetties A la restrietion 
que la somme des chiffres d’une combinaison n’exeede pas z : nombre de 
combinaisons que je denoterai par Pt, j). 

emplacons chaque differentiant qui fait partie du groupe dont le 
nombre est D(e:i,j). de m&me du groupe dont le nombre est Die —L1:i,j) ete. 
par le covariant qui y eorrespond. — Le degre de ces covariants par rapport 
aux variables &tant, pour une valeur queleonque de w, ij—2w, les degres 
des covarlants dans les groupes successifs seront 1. 3. 5.... dans le cas de 
ij impair, et 0, 2, 4, ... dans le cas de öj pair. Imaginons que chaque 
eoeffieient de chacun de ces covariants soit repr&sente par une dame d’un 
damier, quon se borne A prendre le premier coeffieient des eovariants du 
premier groupe, les deux premiers eoeffieients des covariants du second groupe. 
les trois premiers du troisieme groupe ete.. on peut alors former un triangle 


rectangulaire de piles des dames. La pile au sommet contiendra D(e:i,j). 
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les deux piles qui suivent 
D(w—2:i,j) ehacune, et ainsi de suite. 
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les trois piles qui suivent 


Diw-—l:i, j). 
Le nombre total des dames sera 


la fonetion qui est — Pi, j). 


Pour donner plus de preeision A cette image je remarque que les 


dames «dans la premiere colonne verticale representent des differentiants et 


que cehaque pile A la base se reduit necessairement A une seule dame, dont 


la partie essentielle (abstraetion faite de la partie numerique qui n’a pas 


diinfluenee sur le raisonnement et que je negligerai dans tout ee qui suit) 


n est autre chose quwun coefficient du Quantie du degre ö dleve A la 


puissance j. 


Remarquons que, d’apres une propriete bien eonnue des covariants, 


chaque quantit@E dans la premiere colonne sera annulee par 42, dans la 


seconde par ($2)', en general dans la geme par ((2)? et que lV'operateur (2) 


applique A un terme de la g*ne eolonne produit le differentiant qui se trouve 


a la premiere place de la m&me horizontale avee ce terme. 


emarquons encore quen avancant de gauche A droite dans la m&me 


horizontale, les poids des quantites augmentent d’une unite de Tune A Vautre, 


qu'au eontraire, en avancant de haut en bas dans 
poids des quantites diminuent d’une unite de une 
dans une ligne diagonale deseendante (de gauche 


la m&me verticale, les 
a Vautre, de sorte que 
a droite) ou ce qui est 


la m&me chose, parallele a U’hypotenuse tous les termes sont de poids Egal. 


du triangle en question. 
bariques quune telle liaison serait imaginable. 


Or jaffirme que nulle liaison lineaire ne peut exister entre les quantites 


Evidemment ce n’est quw'entre les quantites iso- 
Prenons une ligne quel- 


eonque parallele a I’hypotenuse ou bien I'hypotenuse elle-meme. 


qui se trouvent exelusivement dans une seule pile. 


1”. Je dis que nulle &quation lineaire ne peut lier des quantites 


Car si cette pile se 


trouvait dans la g“me colonne, en vertu du fait que l’operateur (£2)°”" fait naitre 


de chacune d’elle le differentiant qui se trouve A la premiere place de la 


m&me ligne horizontale, la liaison supposee subsisterait encore entre des 


differentiants d’une m&me pile, ce qui est contraire A Uhypothese de la con- 


struetion. 


2", Je dis que nulle &quation lineaire ne peut lier les quantites qui 


se trouvent dans des piles distinetes. En effet, supposons donnee une relation 


de ee 


chaque colonne qu’une seule pile eomprenant des quantites qui entrent dans 


genre, 


dapres la eondition du poids egal il ne peut y avoir dans 
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l’equation supposee. >oit q le rang de la colonne la plus avanede qui 


renferme une pile eomprenant des quantites liees entre elles par V’equation 
lineaire. L’operateur 2, appliqu&E au premier membre de l’&quation qui 
exprime cette liaison, un nombre de fois inferleur A g—1 produira une &quation 
d’une forme analogue. Mais lorsqu’on applique Voperateur (2), toutes 
les quantites comprises dans des colonnes dun rang inferieur A q seront 
annulees, tandis que celles qui sont comprises dans la pile de la grme co- 
lonne, seront transformees en des differentiants appartenant A la m&@me ligne, 
e.&. d. quwil y aurait une liaison lindaire entre les differentiants d'une me@me 
pille, ce qui est eontraire a Uhypothese de la construction. 

On a done demontre que nulle Equation lineaire ne subsiste entre les 


quantites du triangle. — De plus il est Evident que le poids d’un eoetfieient quel- 


i ; : ij 
eonque qui se trouve dans le triangle ne peut exeeder - 


> Done les quantites 
comprises dans le triangle sont des fonetions lineaires et homogenes sans liaison 
lineaire entre elles de P(i,j) quantites. Donc le nombre de ces quantites ne 
peut pas exeeder Pii,j), e. a. d. que Diw:i,j)+2D(w—1:i,j)+3Diw—2:i,j)-t- 


ne peut pas exeeder P(i,j). 


Mais si dans une seule des relations D(we:i,j) — I(lw:i,j). pour des 
valeurs de = queleconques, le signe applieable &tait > et non =. la 


somme en question serait >P(, j). 
Done on a toujours Diw:i,j) = ISlw:i,j). ee quil fallait demontrer. 
Comme corollaire il s’ensuit que Nindependance des &quations donndes 
par Videntite 2D=0 est &etablie. Preeisement la m&me methode peut &tre 
suivie pour demontrer V'egalite 
D(w:i,j:i,j: etc.) = IS(w:i,j:e,j: etc.) 
otı D denote le nombre des differentiants libres d un systeme de Quanties binaires, 
i. ©... designant les degres des Quanties, j. j ... Vordre des differentiants 
par rapport aux coefficients de chacun des Quanties, et ol 4 denote la ditfe- 
renee entre deux denumerants,. lun desigenant le nombre des solutions en 
nombres entiers et positifs du systeme des @quations simultandes 
ut t+mt+ +0 = J, mtnt+H+r,=j ete. 
+24. ++ +20, + Hirt, + =uw, 
et Vautre le denumerant du systeme qui en r&sulte lorsqu’on y remplace »» par ıw -1. 
Un autre corollaire que le theoreme eontient comme cas partieulier 
est la proposition deja demontree. que Ftee:i,j) ne peut jamais devenir 
14“ 
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u 


negatif pour des valeurs de ww qui m’exeedent pas 5 En effet si cette 


assertion n’etait pas vrale, il devrait exister une valeur de w» qui mex- 


ı) 


’. et pour laquelle D(w:i, j) > S(w:i, j), ee qui a te prouve 


eede pas 
impossible. 


En dernier lieu je remarque quwen demontrant inadmissible le signe 


a. .,?, ‚ . l u . 
de superiorite, on a etabli pour w = n quand ij est pair et pour 
U) — i .. . . 7 ‚® 
vo =-",— quand ij est impair, l’&quation 


D(w:i,j)+2D(w-—l1:i,j)+3D (w—2:i,j)+- = Pü,j). 
Soit öj impair, en vertu de l’equation (z:i, j)=(j— zii, j) le nombre P(, j) 
sera @videmment la moitie du nombre total des eombinaisons jäA j des ö+1 


f ’ ‘ u .. . . . . | , ] 
elements 0, 1, 2, 3, Fr i. Done pour ij impair Pü,j) =! in 
Soit au contraire öj pair, on aura 
ET 
P) N —— l _ es oo, / 
PD) = il 1111) +(w:i,j)) 
II 2; j) / * .\ | . . N c . .n 4 
= }- in) +3 [D (w:i,j)+ D(w—1::,j)+D(w—2::, j)-+ ++]. 


Le degr& des eovariants qui correspondent un A un aux differentiants dont 
le nombre est D(x:i, j), etant öj—2xr, on peut substituer pour Di(x:i,j) le 
nombre KG,j:ij—2x) ou © est le degre du Quantie donne, 5 Vordre 
par rapport aux coefficients, 15—2x le degre relatif aux variables des co- 
variants dont K exprime le nombre total. 


Par consequent quand ij est impair, on aura 


En Be un SSL 2.0 NG-+j 
2K G,j:D)+4K(i,j:3)+6K li, j:5) + = er: 

et quand © est pair | 
Dia a > a HG-+j 
K(,j7:0)+3K@, 5:2) +5K, 5:4) + ine 


En remarquant que pour öj impair il n’existe pas de covariants de degre 
pair, et pour öj pair il n’en existe pas de degr& impair, on peut r&unir ces 
deux formules dans une seule formule remarquable, qui assujettit les quan- 
tites transcendantes K A une loi algebrique et qui pourrait m&me ätre tres- 
utile dans eertains cas comme formule de verifieation: 

KÜ,EO+2REDHSERE DH 


Jen donnerai quelques exemples. 
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Soit i=4. j= 2. 
On trouve 


K(4,2:0)=1; K(4,2:2)=0; K(4,2:4)=1: K(4,2:6)=0; K(4,2:8 | 


et de A 1+5+9 = 15 = MM 
Bki=d, je. 
En se rappelant l’Echelle fondamentale pour les eubiques 
Er 3 Ei 33 
on trouve 
K(3,3:)=0, K(3,3:3)=1, K(3,3:5)=1,. K(3,3:)=0, K(3,3:9)=1 


et de A 4+6+10= 20-27 .- 
Bott i=3, j=4. 
On trouve 
K(3,4:0)=1, K(3,4:2)=0, K(3,4:4)=1, K(3,4:6)=1, K(3,4:8)=1. 
K(3,4:10)=0, K(3,4:12) 1 
IIT 


a ‘1: 15+17+9113=-3 = - 
et de la 1+5+7+9-+13 ) 713 1TA 


Le theor&me que j’ai verifie par ces exemples peut &tre resume dans les 
termes sulvants. Chaque covariant d’un ordre donne j par rapport aux 
eoeffieients d’un Quantie binaire de degre donne i, etant repete autant de 
fois quil y a de chiffres dans la serie qui eommence par zero et se ter- 
mine par le degre du covariant, relatif aux variables qui y entrent, le nombre 
total de ces expressions, ehaeune eomptee autant de fois quelle est repetee. 
est egal au nombre binöme symetrique par rapport aux nombres et j. 
ed. d. egal A ( NET) ). 

” ‘ III; 

La regle des nombres binömes s’applique avee une modification legere 
au cas de plusieurs Quanties binaires de degres donnes et de covarlants 
d’ordres donnes relatifs aux coefficients de ces Quanties. Dans ce cas 
general on substituera au nombre binöme unique qui se presente dans le 
cas d'un seul Quantic, le produit de plusieurs nombres binömes dont chacun 
est symetrique par rapport au degre ö de Yun des Quanties et A llordre j 
du eovariant relatif aux eoeffieients du m&me (@Quantie. 
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CUonsiderons comme exemple le cas de deux quadratiques binaires. 


Dans ce cas qui ecorrespond a i=2, Ö@=2 il va trois eovariants de V’ordre 
j= 1 par rapport aux coeffieients de chacune, .savoir: 

1° le produit des deux Quanties, 
2 


’ leur Hessien, 
3° leur Connectif. 
Les degres de ces trois expressions relatifs aux variables etant 
respeetivement 4, 2, O0, on aura 
II3 


m 4% ! Bu Bl 
5+3+1=- (m un 


ce qui saccorde avee la regle Enonede ci-dessus. 

A l'enumeration que jai faite des proprictes essentielles du triangle 
de piles, Jajoute la remarque que le poids maximum d’une queleonque des 
quantites qui S’y trouvent, est evidemment celui de la quantit@ qui appartient 
a Uhypotenuse et se trouve au sommet du triangle. Ce poids maximum est 


ij 1 


OU 


’ b) \ . . ! 
A a0 et par consequent n’excede Jamals 2 


5. Uest ainsi qu’on voit 
que les quantites comprises dans le triangle ne sont autre chose que des 
tonetions lin&eaires des combinaisons de Vordre j par rapport aux coefficients 


du Quantie propose, eombinaisons dont le nombre est P(%,jJ). 


Postseriptuml. 
La demonstration donnee du theoreme fondamental D (we :i, j) = Sw:i, j) 
peut &tre abresee et simplifiee comme il suit. 
Au lieu de se servir de la condition 


Diw:i,j)+2D(w 


1::,j)+ "> 





P(i,j) 
il suffit de eonsiderer V’equation prealable 

=D(w:i,j) = (w:ti,j). 
Pour un differentiant queleonque que je designerai par [eo—d] et dont le 
poids soit @—d substituons l’expression (’(2)’ [eo — 0], expression qui resulte 
de e—0d] en y appliquant lVoperateur*) (‘2)’ et qui jouit de la propriete 
awen operant sur elle avee (2°, le resultat est un multiple numerique de 


w—0d]. Toutes les expressions ainsi obtenues seront du meme poids ww et 


#) Le signe ("R)? exprime l’operation ' röpetee Ö fois. 
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par eonsdquent, des fonetions lineaires des (@:i,j) eombinaisons qui sont 
du poids w et de llordre j dans les ö+1 coefficients du Quantie donne. 

On demontre comme auparavant que ces expressions sont lineairement 
independantes entre elles et que par eonsdquent leur nombre ne peut pas 
exeeder (w:7,j); done leur nombre est Egal A (0 :i,j), et la proposition est etablie. 

Pour demontrer que (22) To —d] est, A un faeteur numerigne 
pres, egal ä [o — 0], on n’a pas besoin de sortir de la sphere des differentiants 
et de faire appel aux propridtes des covariants. On &tablit aisement que 
pour une quantit@ queleonque D du poids w et de Vordre j dans les eoet- 
ficients d’un Quantie binaire du degre i, on aura 

(2'2-'22ND = (ij—2w)D. 
En partant de la et supposant que 2’D=0, on trouve par une induction 
algebrique facile que 

(2Y(DOYD = 1.2..klij—w) (ij—-w—1)...(j—-w—k-+1).D, 
ou le facteur numerique ne s’evanouit que lorsque % est plus grand que öj—w. 

Considerons le systeme eomplet des expressions 

w—0], '2[w-0]), (Ye —d]), ... ("To —J], 
dont la derniere, qui resulte de l’operation "2 r&petee öij—2w tois, se r&duit 
a un differentiant-en-y, tandis que les suivantes produites par la m&äme 
operation repetee öij—2w-+1 ou un plus grand nombre de fois s &vanouissent 
identiquement. 

En representant toujours par des piles l'ensemble de toutes les 
expressions ('2)" [w—0] pour les m&mes valeurs de m et de d, distinguant 
les deux cas de zj pair ou impair, et commencant par la plus grande valeur 
5 

2 
tableaux *) suivants de points, qui donnent une image du systeme en question 


. N) aa ’ Eu a i 
de w qui est —;- pour ‘j pair et pour ij Impair, on arrıvera aux deux 


de piles 
pour ij impair pour ij pair 


. . . . “ . ° . . . * . . 





*) Le point au sommet du premier tableau correspond ä& des invariants, les 
points ä gauche se rapportent aux diflerentiants-en-z, ceux & droite aux differentiants- 
en-y, eeux de la base aux coefficients successifs du Quantie eleve & la puissance 7 (pour 
un et l’autre des deux tableaux). 
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Prenons lVensemble de toutes les eombinaisons des eoeffieients du 


(Juantie propose du degre ö, qui sont de Vordre j dans les coeffieients et 
des poids 0, 1. 2, ... öj quant äx, alors, dans un cas comme dans llautre. 
les quantites qui se trouvent dans chaque colonne verticale, seront du m&me 
nombre que lVensemble «orrespondant des eombinaisons des coefficients. 
elles seront en m&me temps des fonetions homogenes et Iineaires des com- 
hinaisons qui v appartiennent. 

Les piles qui se trouvent dans une ligne horizontale queleonque 
peuvent se reduire A une seule quantite, cas qui-se presente toujours pour la 
derniere ligne horizontale, elles peuvent m&me s’evanouir identiquement. 
ce qui arrive pour eertaines valeurs de », i, j pour lesquelles il n’existe 
point de differentiant. 


Postseriptum 2. 

Je suppleerai dans ce qui swit A une lacune qui se trouve dans 
les recherches precedentes, en donmnant la demonstration de la proposition 
suivante: 

Dans un Quantie prepare les inverses symboliques des e&l&ments 
subissent par une substitution quelconque des variables une substitution 
induite qui est identique avee celle que les Elements eux-mömes subiraient 
par la substitution eontraire des variables. 

les m&mes raisonnements dont on s’est d&ja servi plusieurs fois, font 
voir que pour la demonstration generale de cette proposition il suffit de la 
verifier dans le eas special dans lequel le Quantie est binaire et z-+ ey la 
valeur que Von substitue pour =, & Etant infiniment petit. Soit @ le degre 
du Quantie donne, soient a, b, e,.... h, k, l ses @lements et 


a, 


- 


vi. 1 


[| 
fi 


es multiplieateurs numeriques des &l&ements, soient a’, b', c’', ... les valeurs 
dans lesquelles se ehangent les dl&ments donnes apres la substitution de 
v-+ey au lieu de x, e etant infiniment petit, cela pose et en faisant 


R 5 . 7 | —. 
,.=Yi, u=YV2G—l), 7=V3(—2) 
les nouveaux elements et les el&ments primitits s’exprimeront les uns par 
les autres au moyen des relations lindaires 
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a=a, b=b+isa, cC=c+tudb, ... K=hkrtuc, l=l-+Ieck, 
' 


a=a, b=b-isa, c=c-—-udb, ... k=k-—-ueh, I—=l—ieh. 


D’autre part les inverses symboliques de ces deux systemes d’@lements 


dd L_ d 
a Eu SEE 
7 d VE 
ae "a 
satisfont aux Eequations 
., da - db Kal. = 
a =a-—— +b-— =a—heb, 
da da 
® : db - de j j 
SE Fanunchg 3 - -b-—- 
u - a A 
ee Se 
a A Ak an 
. - dl 
=I dr a 
ce qui fait voir que la substitution des inverses symboliques a, b, ... ! in- 


duite par la substitution de r-+ey au lieu de x, y restant inaltere, est pre- 
cisement la m&me que la substitution contraire de y—er au lieu de y, x 
restant inaltere, induirait dans les &l&ments me&mes a, b, ... 1. 


Je terminerai ces additions par l’enonee «un theoreme general sur 
les formes invariantives derivees qui montre d’une maniere frappante le parti 
avantageux que Fon tire de la forme preparce sous laquelle je presente 
les Quanties. 

Soit Fia,b,c...:z,y...) un contravariant et $la,b, e...:z,y... um 
eovariant du m&me Quantie donne:; on connait depuis longtemps le theoreme 
sue la nouvelle forme 

F(a, er u, 

re: dx dy / 

est un covarlant du m&me Quantie. Or jajoute que si le Quantie pro- 
pose est pr&sente dans la forme preparce, alors la nouvelle forme 

‚db dd dw \ 

gr Zr ir u 2 
sera egalement un covariant du m&me Quantie. Si le Quantie propose est 
presente dans la forme ordinaire (pleine), cette dermniere expression se 
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change en 
FC dD I dD I dD 


m da’ n db’ p de . Ye): 


m, n, p... designant les nombres binömes ou polynömes qui multiplient les 


elements a, b, e..., elle se change au contraire en 


n dD dD d» 
F(m dt PD Y-+.); 


si le Quantie est presente dans la forme vide. La demonstration de ce 
theoreme se fait immediatement & l’aide des prineipes exposes dans ce memoire. 


Johns Hopkins University, Baltimore, 1. decembre 1877. 
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Zur Theorie des Borchardtschen arithmetisch - geo- 
metrischen Mittels aus vier Elementen. 


Hierzu die Figurentafel I. 


(Von Herrn Karl Schering in Göttingen.) 


Herr Borchardt hat in vorigem Jahre *) den Begriff des arithmetisch- 
veometrischen Mittels aus vier von einander unabhängigen Elementen in 
die Wissenschaft eingeführt und mit Hülfe der 'T'heorie der hyperelliptischen 
Funetionen eine Darstellung dieses Mitteis durch eine zweigliedrige Deter- 
minante hyperelliptischer Integrale gegeben. 

In der vorliegenden Arbeit ist, unabhängig von den eben angegebenen 
esultaten, gezeigt, dass sich aus einem Produete von Gaussischen arith- 
metisch - geometrischen Mitteln, ein Mittel aus drei Elementen bilden lässt, 
dessen Algorithmus mit dem von Herrn Borchardt für vier Elemente auf- 
oestellten. in dem Falle, dass zwei derselben gleich sind, überein- 
stimmt. Die Darstellung dieses Mittels aus drei Elementen durch hyper- 
elliptische Integrale ist im Folgenden mit Benutzung einer von Jacobi 
vegebenen heduetion gewisser hyperelliptischer Integrale auf elliptische, 
und mit Hülfe der Theorie der Riemannschen Flächen abgeleitet. Die 
Construction dieser Flächen giebt zugleich Gelegenheit, die Periodieitäts- 
moduln dieser hyperelliptischen Integrale vollständig zu bestimmen und zu 
zeigen, dass zwischen ihnen die von Riemann aufgestellten Relationen 
hestehen. 

Die abgeleitete Darstellung des Mittels aus drei Elementen erweist 
sich als ein speeieller Fall des oben erwähnten Borchardtschen "T'heorems. 
Mit Hülfe dieses Theorems und der Jacobischen Reduetion ergiebt sich ferner, 
dass ein Mittel aus vier Elementen, wenn zwischen diesen eine gewisse Be- 
dingungsgleichung besteht, auf Mittel von zwei Elementen zurückgeführt 
werden kann. 

s.1. 

Es seien f, g. w drei positive reelle Grössen, Mi(f,y) bezeiehne 

das arithmetisch-geometrische Mittel aus f und g, M(f, w) das Mittel aus f 


*) Monatsberiehte der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 
1s7t 


Nov. ‚ und Febr. 1877. 


15 * 
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und , dann ist der Definition nach: 
ftHo 
Mfg) = MC? Vfp), 


“une IM: JE 
Mßy) = MÜSSE, Vfw) 
Um in den Mitteln auf der rechten Seite wieder ein beiden gemein- 
sames Argument zu erhalten, multiplieiren wir die Argumente des ersteren 


w 


. a 
Mittels mit ) a 


. ii ER a u 
die des zweiten mit | 5 Dann ergeben sich mit Hülfe von: 


M(a.t,b.f) = M(a, b).t, 


worin £ eine reelle positive Grösse bedeutet, die folgenden Gleichungen: 
Ä BE TH EU. mer 
Mb) = Yy,, Mm(5F| FıYov), 


\ |  —= Ey frv j 4 j . y 
KU) = YZ MG YF Ve»), 
und hieraus: 
(+9 ,/v f+w /P Vo 
Mi? VI Vveoy).m IT yZ,r 
on Me) 
f Yo w 
Setzen wir (abweichend von der gewöhnlichen Bezeichnungsweise der Glieder 
des Algorithmus für ein Mittel aus zwei Elementen): 


f+p /w f f[+w ‚/p 


h=1\ypv, fı = 2 | f? yv, = 2 | Mi 
so wird: 
MBEPMLW) _ Mf»P)Mlf.Ww)., 
f f; 
Durch ein analoges Verfahren gelangt man zu der Gleichung: 
Mf,p)Mlf,w) _ Mk» p)MCh, w,) 
f; u f: 


wenn fi, Pr, 9» ebenso von fi, 91, w, abhängen, wie fi, ,, yı, von f, p, w. 
Die fortgesetzte Anwendung dieser Schlussweise führt also zur Gleichung: 


M(f, p)M(f, v) FE M(fı; P.)M(fı, Wr) al M(fa+ı, Fa) M (far, Wn4 1) 
f BR Fi A faxı ' 


wenn 


1,23... 
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und wenn die Abhängigkeit der Grössen fi... ri W, 


durch die Gleichungen : 


ws = VW, 
| fn+ On ,/ Wa 
(La = 73-7 
ae f. + Ww Pr 
W, Bu De 2 | A 


‚ von R Ps, W, 


bestimmt wird. Den Wurzeln ist immer das positive Vorzeichen zu geben. 


S. 2. 
Grenzwerth der Grössen f,, Pas Wr. 


Es bestehe zwischen f, y, w die Ungleichheit: 


Fr p- a w, 
dann folgt aus: 
[+4 +9 
tg 17) 2 — 2 
f, = [ ah | _— } IT — a 
- f Vf Yfy 


da das arithmetische Mittel zweier Quantitäten grösser 


metrische,. zunächst: 


Ferner ist: 


fHv /o_f+te [vw _ 4 
ie ae Zul i7 Baer u <a 


und nach der Voraussetzung: 
Yyw-f>V, Yv-Ig >VU, 
demnach auch: 


Y° W,. 


Also die Ungleichheit f<y<<w zieht die andere: fi g,<w, nach sich. 


Aus dieser folgt analog: 


und allgemein: 


—_'fVYy-+w) N —f} v—gpYVw 


ist als das Veo- 
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Die ihrer Grösse nach geordnete Reihenfolge der Quantitäten f,. Y,. w, 
bleibt also unter der Voraussetzung f << y für jeden Index » ungeändert. 
Aus den Gleichungen 


[u nu Um Int $n 
f it 5 DE \ fa IM 2 
f: Hl Vonw n Vf, En 
A . Bed / f n fi + w 
Yn+ı si f EN 2 ZZ 
f: +1 Ye n 1 n Vf,w, 
in Verbindung mit den, aus ,<y,< vw, folgenden, Ungleichheiten: 
A 4 pn er fa A 
2 — pn ’ y n 
oder: 
A Zu f n 2 + Wn 
2 pP f N 2 _ | W, 
Yun -] A Vf,w, ©. f. 
ergiebt sich: 
(L„ (fd ,„ 
1<- _ << I 


chenso folgt 


- Pn+? ( Yntı\2 _/ Pn Ni 
1 (er —(Se) 
fn+2 wen A 


1 er Wn+2 Be id nr 
” fa+2 > Fi 3 E 


und allgemein, wenn m eine positive ganze . bedeutet: 


1< = km <(4 Pr u 


rs ia 2m 
1 Yan — wu: | 
RR 77 \ FE 
Es ıst für imm = x also: 


. nt . W 4-1 
lim -—=], Im- f _—] 
n—ın n+ m 


oder: 
limf, = limg, = lim, 
für Im 2=x. 











| 
I 
I 
} 
| 








UV, 
IT. 








PET Pr 
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Wir haben demnach: 


M(f. g)M (f. w) M(f., ga)M(f,, w,) 
f “ f 
Mdlim f,, lim ,) M (lim f,, lim u.) 


— Tim, — limf, = limg, = lim y, . 


Es ist also, wenn man: 
MG p)M(R p) 
n 


setzt, die Function F auch durch den obigen Algorithmus 1.) ihrem Werthe 


= MIA p, Ww) 


nach für vorgegebene f, y, w vollkommen bestimmt. Der Werth der- 
selben ist der Grenzwerth, dem sich die Grössen f,, %,, W, mit wachsendem 
n nähern. 

Dieser Grenzwerth liegt im allgemeinen nicht innerhalb des grössten 
und kleinsten der Anfangswerthe f, g, w; denn aus 


ar = YpV 

folgt zunächst, wenn wieder 
[<py<vy 
vorausgesetzt wird: 

9 <fr<y: 
also liegt die kleinste Grösse der nächst höheren Ordnung zwischen den 
beiden grösseren der vorhergehenden Ordnung. 

Weiter ist: 
h+w. ./4% 


Yarı far = Br f, —19.W, 
ph fatw. —) 
— Y f, 2 mai I 4 W 


und 


„tv, 
7 BR Yf, W, WW ss AR 


Mr ’ y a . D, 
es hängt also wesentlich von dem Verhältnisse , ab, ob: 
Wr farı al w—/. 
wird, und daher der oben bemerkte Fall eintritt. Da aber: 
Sa m n— 
BE ( amt ) 
f. fi 1 
ist, so kann im allgemeinen erst für ein hinreichend grosses n 
WW, ” Ta Fi +1 < we 


sein. 
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Die Art und Schnelligkeit der Annäherung von f,, 9,, vw, an den 


(Grenzwerth möge folgendes Beispiel zeigen, in welchem f,, 9,, w, nach 
dem obigen Algorithmus (I.) berechnet sind, «,, v, resp. u,, v, dagegen 


! 


die arithmetischen und geometrischen Mittel aus «,_,. Y,_, resp. u,_.. ®, 


n—-1 


bedeuten. 
Beispiel: 


f-1 also: M(f,g)=M (1,100), M(f, vw) = M(1,102), 
= 100 == 1 u — 

vw — 102 v — 100 v = 102 

fi = 100.99 

p, = 510,03 u, = 50,5 u, = 51,5 

vw, = 515,00 y 10 v, = 10.0997 
f; = 512,51 

(5 = 689,89 = WB u, = 30,1999 
un = 692,15 yv, = 22.4725 v, = 22,5064 
f; = 691,02 

f; = 698.67 u, = 26,3613 u, = 26,3032 
v, = 698,83 v,;, = 26.0729 v; = 26,5039 


fı = 698,75 


f, = 698.76 u, = 26.2171 u, = 26.6536 
v, = 698,76 v,—= 26.2168 v, = 26.6532 
fs = 698.76 u, = 26.2169 u. — 26.6534 


u,. u, —= 698,76. 


Demnach ist auf zwei Decimalstellen genau: 


u 
mn 
ut 
“ 


h=9p = =68716 = u, = = ee 


$. 3. 
Die Differenzen der Quadrate von f,, %„, , in Verbindung mit dem Algorithmus. 
Die Darstellung der Grössen f,, p,, yw, durch die folgenden Glieder im 
Algorithmus, f, 41: Paris War, also die Fortsetzung des Algorithmus (I.) nach 
rückwärts, leitet auch hier, wie bei dem Algorithmus aus zwei Elementen 
zur Kinführu 


5 der Differenzen der Quadrate. 
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Es ist nach (I.) pag. 117: 
fnrı Zn I, VW, 
Era 3 ’ > » / 2: / > / . 
R http „/ Un _ BY + Yon YO fa Yon + farı: VD 
Rn ar Bi 2vf, | avf, 


B + Ur / Pu p . Yo. ja Yg n Wn« Yav, 


TE .—_ En | 
B” 2 f} 2vf, 2vf, 
also: 


Fer zu Fu ar 


fıP = 2w..1—fı.; ‚+1 (Zw, — f, r "— fr: 
Diesen Gleichungen kann man auch die Form geben: 
Fn W, ac Fe 1» 
kv = (Yprıtelpn-fan)', 
fr = (Wut Wmn-far): 


wenn e und ® 


\ O.+1 — + Yo. - hr, 
(11.) | | 

(on = + Ru 
so ergiebt sich: 


nwu-fnPn (En+ı + €. 0,41) W414 N.Onsı) 


eh, un far 


4 Pn-Y% n w, al 7 ie 1 n.0, 4-1 
) ( — — 2 
(111. \ In +] „W, Yn+17 E.Ou+1 fi I 
1 — / a Wu W,„ . pP 11 -+- €. On f 
Ku fan Ir W.+17N-0, j B&® 


Ferner wird gemäss (I.) und (Il.): 


> ) ) En 
Par "Int Z Onrı = f u 
N Ar 


> ) ? Q Wu -- fe : 
u AR 0,1 7 F ( PN ), 
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die positive oder negative Einheit bedeutet. Setzt man noch: 
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tn 9 
u fa 
Yu—ln /_ Fu, 
u; 


In dem Algorithmus (III.) sind die Grössen f,, 9,. w, als Funetionen 





O0 >= 


n-+ 


von farıs Paris Wnyı moch unbestimmt in Folge der Werthe von e und 2. 
Um nun auch den rückwärts gehenden Algorithmus von jeder Zweideutigkeit 
zu befreien, ist noch eine Bestimmung über diese Grössen zu treffen. Man 
stelle die Bedingung, dass, wie aus: 
h<ZM<—Y 
die Ungleichheiten: 
fnrı  Parı  Yarı 
folgen, so auch die Umkehrung dieses Schlusses gelte. 
Aus dem Algorithmus (III) folgt: 

Wr t+N.Ourı Ei 
p.—fı = ee \ f, T. Iarı— (Parı F&-On41)" 
uf = Pr+it&-Onti , 4 | 

+14 N.On+Hı In+ı 

oder: 
w.1+N-0,41 — 2.0, 
Prn+ıt &-On+1 In+ı 


‘ 
Part &-On+1 — 2.0.41 


ph = 


an er Nn.W, + 0,, ) 
f Vnrı + N: Ontı In+ı 
Mit Hülfe der Ungleichheiten: 
w..1ı+n-.0,21 >VQU, Part 80,41 > V 


7.Ywıt, a0, wenn n=+1; E9,ı+0,;=Z0, wenn e=+l 
ergiebt sich, dass den eben gestellten Bedingungen nur genügt werden kann. 
wenn: 
„=-l und e=-—J 
vesetzt wirt. 
Es besteht dann auch die Ungleichheit: 
p,< Wr; 
denn es ist dann: 


\ Pu--1 ug OÖ, +1 WD WM l ! 
N 1 . 2 zu “ 
Hr Par —arı ) 


w„—-Q,. = 
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aber aus 
AP RE Warı 

folgt: 

rer >Y, 
oder: 

Pn+rı On Ei Wn+ı Onr1 

W417 IOn+1 £ En+1On+1 
also wird auch 

0%, < uU 


Es lautet demnach der vollständige Algorithmus: 


_ (9-00) 


f PH, Fe 227 


u — 0 ! r Be 1) 
u z 29 = (PH) 
4—0 \ı/ 
‚ıy u ea «Fi v, 2w, _—. w-+-f ) | ? . 
BON EEE 907 ER KENN cu; i \y/Y 
ET FT EEE Br TDTT 


U ER REIT. sur: f 6 f. 20 1 
=(P-0)] er ET Zah Bene vy—ff, 20, = (w—f) | ' 


Aus diesem Algorithmus, wie aus der Definitionsgleichung 


Kin | M(f, g)M(f, w) 
Fif, gq. W) NR En 
[ 
folgen unmittelbar die Gleichungen: 
t.Fif, f, ak MR Fit.f, ty. t.w). 
wenn # eine reelle positive Grösse bedeutet. und ferner: 


FEEN=T 
Fif. F, ww.) == Fif. I, p). 





S. 4, 
Neuer Algorithmus aus den Grössen fu, In» Un: 


Bildet man das arithmetische und geometrische Mittel der beiden 


vertauschbaren Argumente g,., und w,,,. ausgedrückt dureh f,. 9,. W,, so 


erhält man nach leichten Umformungen wieder ein geometrisches und arith- 
16* 
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metisches Mittel zweier Grössen. In der That ist: 


Part Yurı . 2vf Ivo, tf)+VYp.(wmn+tf) 


1 n ' 
Pair Warı — af. ‘p.+fii'Y vw. +fi Ygw, 


| - ; r 
Part Yayı = 2 BA Zn a Ken ua Ra En ug EU Ku a 27797 
Parı» Warı . A KEtpWv.tf,. (pt w,)) pw, 
(1.) Pur rt Wurı amwer 2 Afarı- + fa‘ pt Vu, 
(3%) Par Yarı u fi + far +f($ fi L£ If. +1 


Par Ya+i _ e 
Also: 


\ 


7) } > l 2 2 Dr € j / t N] 
Int far = Ar. f£t+hrt2fhfhaıt2f Ip wtlp.tV)faı 


in 


z . 
rt far = r katf) RI +VWN fi 


fa 


er en Ein, 


Die obige Gleichung (1.) kann die Form annehmen: 
‘ hen E;; + (dt Y. y 
3.) - 


Die rechten Seiten der nn (2.) di (3.) sind das arithmetische 
und das geometrische Mittel zweier Grössen. Um auf der linken Seite 
(dieselben Grössen mit um eine Einheit erhöhtem Index zu erhalten. addire 
man zu beiden Gleichungen: 


Ir = Vparı- Warız 
dann wird: 


(4 ) ( fn4 2-+ fi. +1 ) au; } ( fi +1 +f wi N f v G i -- Vp, )+ Fi 2 
Fasz 2Vf + \ » F\ 


/ a / 2? / » N » ? / f J 2? » 
7 \ ( y Gu+ 1 Ko y W + 1} ) su 1 | ( In + 1 tr \ i ( } 4 n - 5 WW, \ 2 fi. 4-2 ‚ 
n » 2 ‘ ’/f ) \ > / ’ . 
2 } In - = 


Setzen wir also: 


(IV.) wa Von = ww, y 


Cu Zn Fre 








% 
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| 
Iv 
_ 


so ergiebt sich: 


1, 1] + b, +1 f Cn +] 
dA, tr 2 Ze 4 Ei 9) 
b = I Ve FR 
N 2 iz = ( N} 1 ® 7? +] 1 Yo 
kr 


Um c,,, als Function von a,;,, d,;, €,,, darzustellen, bilden wir die obire 
Gleichung (1°) mit um eine Einheit erhöhtem Index: 
ee A 1 \gf?2 ? N . 
Pur Yan = fa43 ._. Afıxı tr t hr Orr tYar)i fa 
fn+?2 , \ fr 2 En fa 1 I Pr 11 + j. 
ME za 2 I 


dann wird mit Hilfe von (2. und (3.): 


\/ - fi +? | 1 A 1 + fi L 1 Yo, + ’ 1, ! i 
n+3 2 Pr’ Er 7 - . 5 .» 
“ v2 av f, v2 - 
(6.) en | 
If Zu y In +2 \ pp +1 zn u In 1 Y Pu 4 m, ı 

wi 2 | avf, 2 ( 

das ist: 
2 > 1 Ye...) Va,.ı+Vb, 


In derselben Weise, wie a,.., d,ı2, C,ı2 VON 4,1, dur. Cu: Aab- 


n 


‚ ce, abhängig, wie sich aus 


ı 


hängen, sind wieder a,,,. b,.ı. e,,, von a,, b 
den obigen Gleichungen ergiebt, wenn darin (»—1) statt » eingesetzt wird. 
Der Algorithmus der Grössen a, b, e lautet demnach: 


Yu a r C., 
(V.) 25... = Yab, +te,. 
lo... — (Ya,+Yb,)Ve,- 


Aus den Gleichungen (IV.) 
A +» ie % 
a, = (4 of -); 
er 


b ru (FAT Vy, 1 Y 
2 j 


C, . Faxı 


sind umgekehrt die Grössen f,, 9,., w, als Functionen von a,, b,, e, zu 


bestimmen. Es folgt unmittelbar mit Hülfe der Gleichungen (2.) resp. (3.). 
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wenn in diesen der Index um eine Einheit vermindert wird: 
+ _ hthsı _htrom 
2 2f. m ' 
ferner: 


a,b, = ( Y. L ei. 


C, Zu f en } Pi V.. 


Hieraus ergiebt sich: 
(A, N b, N / A, + . . 
f: “; +0. y( 2 Pe 6,5 


j / 2 2 
P„ } a, b, we V (} A, b,) er C, ’ 


(VI.) | 
\y, = Ya,b, + V(Ya, bY— c, 
worin: 
oe = +1. 


Wie diese Gleichungen zeigen, können die Grössen f,, $., W, an- 
gesehen werden als Glieder in dem Algorithmus des arithmetisch - geo- 
metrischen Mittels aus zwei Elementen: Nimmt man Va,b, als erstes und 
c, als zweites Element und bildet aus ihnen nach diesem Algorithmus die 


beiden Glieder der vorhergehenden Ordnung, so erhält man 9, und w,. 


we a„-+-b, ’ i 
Nimmt man a als erstes und e, als zweites Element und bildet aus 


ihnen ebenfalls nach dem Algorithmus für ein Mittel aus zwei Elementen 
die beiden Glieder der vorhergehenden Ordnung, so ist eins dieser Glieder 
gleich f,. 
Grenzwerth der Grössen a,, b,, €. 
Die aus dem Algorithmus (V.) folgenden Gleichungen: 


dl, + b, 


—_vVb,n 
2 — ) 


2 (q, } —b,; ı) _ 2 


Va 
-— Ya,b, = 2( - 


2(b,,.1— 6.41) = (Va,—Ve,)(Vb,—Ve,) 


Ant C, / ‚/b„-+e, 
ai 2 en } Ad, c.) 2 ( 2 Kr } b, C, 


) 


u ( Va, u Ve, ji 2( Ybn—Ve, . 
0 )+2 2 ) 
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zeigen, dass aus der Voraussetzung: 


die Ungleichheiten: 


und: 
[4 \ ee um + C ü A, + Ca 
2 (d,+ı 6, 1) Go 2 C, + ’ 2 C[, 
_. Ay Cu 
dur CH ı 2 


folgen. Hieraus ergiebt sich also: 
lima, = limb, = lime, 

für 

limn = x. 
Stellen wir die Bedingung, dass aus 

dt, ber b, - z C, 
folgen soll: 

E Mn p, Ws 
so wird in der ersten der Gleichungen (VI.) der Werth von d 


denn aus der Identität: 
.+b, Kr ati ,! 


2 


ol d, i b, a, ıb, u ) 
- -Y( ) ec 
( 2 2 ) 


= |Ya,b,+Va,b,— ce, |\Ya,b,—Va,b,— c,, 


und der Ungleichheit: 


a, - r b, dl, b, : ) ‚ 
j 2 + Y( > ) a >YVa,b,+Va,b,-c, 
- 


tolgt: 
4, -} b, Ad, b, 5 ) . = ) 
Er u ( ’ ) —-c, <Va,b,—Va,b,—c,. 


Ks ıst also: 
wenn: 


gesetzt wird. 





bestimmt. 


Unter der Voraussetzung a, — b, > ec, werden dann, wenn a,, b,. ec, 


ı 


positive reelle Grössen sind, auch f,. 9,, %, positiv reell, ebenso wie aus 
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den Gleichungen (IV.) die Umkehrung dieser Schlussfolge als richtig sich 





ergieht. 
Aus den Gleichungen (V1.) in Verbindung mit den oben bewiesenen 
Gleichungen: 
lima, = limb, = lime, 


und 
limf,=limy, = limw, für lima=x, 


folgt ferner unmittelbar, dass auch: 
lim a, = limf, = limd, = limy, =lime =limv, 
Ist und: 


M(f, g)M(f, w a a . 
F(f,y,vw)= FRNEW _ im a, = limb, = lim e,. 


[ 

Gemäss der einfachen Form des Algorithmus (V.) kann passend 
die Funetion F, als Funetion von a, b, ce angesehen, das arithmetisch- 
geometrische Mittel aus den drei Elementen a, 5b, e genannt werden. Das 
im Algorithmus unsymmetrisch auftretende Element ist ec. 

Der erhaltene Satz lässt sich so aussprechen: 

Aus drei positiven reellen Grössen a, b, ce, die der Ungleichheit a >b> ec 
genügen, bilde man nach dem Algorithmus: 


‚ a—+b 
2a, _— 2 re -+ C, 


2b, = Vab+e, 

2c, = (ya+yb)ye 
drei Grössen a,. b,. c,. und ebenso hieraus drei neue Grössen a,, b., C,, u. s. w. 
Bezeichnet man den Grenzwerth, dem sich diese drei Grössen bei fortgesetzter 


Anwendung desselben Algorithmus annähern, mit m(a, b, c), so ist: 


MBEPMGW) _ Ms IM has wu) 
f f. 


wenn die Grössen f,, $,, W, für jeden Index n definirt sind durch die 


m(a,b,c)= = m(a,,b,,€,), 


Gleichungen: 


+5, / Aa„+b, ) wu 
ale: Mn Sg zug) au 
f„ = Va,b,-Va,b,—c),, 
W, — 1 dA, b, + ] A, b, Bi 4 


Das Zeichen M hat die bekannte Bedeutung des A. G. Mittels aus zwei Elementen. 
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Die Grössen f,, $,, W„ sind nicht die Glieder des Algorithmus eines Mittels 
aus zwei Elementen, sondern die Glieder des folgenden: 
far = Pn Ws 


' m 
2 > (Path) ] f’ 
di - D,, 
By, = vr) | f 
$. 6. 


Darstellung der Function m durch elliptische Integrale. 


Durch ein Produet elliptischer Integrale lässt sich m unmittelbar 


darstellen. 
Nach der bekannten Gaussschen Bezeichnung *) ist: 
2 fI7 AT 
M(f, g) u Ypgeos T’-+ ffsin 7’ 
ebenso: 
En [ j dT 
M(f, w) N Yarıpcos T’-+-ffsin T* ' 
demnach: 
1 f 
m(a,b,e)  M(f,p)M(f, w) 


T 


ER. f dT f dT 
un r’ In ap | 
6 | : cosT+fsinT ı | 7 cosT’+fsinT 


Man erhält die Integrale in der bekannten algebraischen Form. wenn 
man berücksichtigt, dass: 
gyeosT’+ffsnT’ = yy 1 (1 . )sin T'\ 


so dass also: 


Ver ee a1 
MhQ) ng [ | / f 
7 7 1-(1- W )sin 7° 
| \ PP. 
wird: oder, da: 


BE ar 
M(1. 


*) Gauss Werke. Bd. Ill, pag. 352. 
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a 


| = 2 ’ | in. 
m, £ ) ” #7 1(1— sin T’ | 


- : 


und, wenn man sinT’= x setzt, so a 


.. 2. 1 f h dx 
a(i, = ie Veu-o(1-| Re ; | 


PP 4 
analog: 


1 <d u 2 dx 5 5 
m(t, e) 4 je j za h- ff Ir) 


0 way \ 
Führen wir die Jacobische Bezeichnungsweise ein, und setzen 


ap Ei 


p y 
definiren die Grössen k und / durch die Gleichungen: 
kk+kk=1, U+Hll=1, 
bezeichnen ferner mit K und L die ganzen elliptischen Integrale: 


1 
OK — / de 1 
I Yeli—a)i—kkr) 


abi. 5: dx 
” Yel—«)i—Ile) 


so Ist: 
1 Bu 1 2 
/ = .M, — L, 
“(1 ) M(1, ) 
also: 
BRETE 1 1 I 4 ’ 
(VII) Ber SA er EN ER ER 3 
m(a,b,c) pP. uf f v( PN np. W 
6 a w / 


Die Analogie aber des Mittels m(a, db, e) mit einem Mittel aus zwei 
lementen, das durch das reelle ganze elliptische Integral erster Gattung 
darstellbar ist, zeigt sich deutlicher, wenn m durch die nächst höheren 
transeendenten Integrale, also durch die reellen ganzen hyperelliptischen 


Inteorale erster Gattung dargestellt wird. 
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Dies ist mit Hülfe der folgenden Jacobischen Reduetion ausführbar: 

Jacobi hat im VIII Bande dieses Journals (unter den: „Nachriehten 
von Büchern“ pag. 416) eine Verallgemeinerung eines Legendreschen 
Theorems *) über die Zurückführung gewisser immer endlieh bleibender 
hyperelliptischer Integrale auf elliptische Integrale erster Gattung gegeben. 
Die von Jacobi dort aufgestellten Formeln enthalten den interessanten Satz: 

„Der reelle Theil, sowie der Factor des imaginären Theiles des 
Werthes eines elliptischen Integrals erster Gattung mit eomplexem Modul 
lassen sich je durch ein hyperelliptisches Integral ausdrücken. und es sind 
dies die zwei von einander linear unabhängigen hyperelliptischen Integrale 
erster Gattung (nach der Riemannschen Bezeichnungsweise)“, 

Aus diesem Satze ergiebt sich dann, dass das eine dieser hyper- 
elliptischen Integrale durch die Summe zweier elliptischer Integrale, das 
andere dureh die Differenz derselben beiden elliptischen Integrale dar- 
stellbar ist. 

Eine weitere Ausdehnung dieses letzteren Theorems hat vor kurzem 
Herr Hermite gegeben**). Herr Hermite sprieht das 'T’heorem in tolgen- 
der Weise aus (statt der dort angewandten Buchstaben «, b sind m, » ge- 
setzt, um hier durchgängig dieselbe Bezeichnungsweise beibehalten zu können): 

„Wenn 

R(z2) = z(1—-z)(1—mnz)(1+mz)(l1l+nz) 


sesetzt wird, so erhält man durch die Substitution: 


AB (+ Msing . 
vI—kksing’+YVA1—Ilsing’ 
die Gleichungen: 
YR(z) 2 1 0 YA—rksnp + Vi-Using: ! 
£ sdz er (+? % dy BER >; dg u 
YRG) 2) 1 


Yi—kksing’ 7 vi—llsing’! 


Die Grössen 4, /, 4, U sind Funetionen von m, rn und definirt dureh 


*) Legendre: Theorie des fonetions elliptiques. ILI""* suppl&ment. $. XII. Paris 1832 
**) Annales de la Soeiete scientifigue de Bruxelles. I" annde, 1876. 
#9) In Folge eines Druckfehlers ist in diesem Journal Band VIII p. 416, wie in 
der Abhandlung von Hermite der Factor sing im Zähler ausgelassen. 


17“ 
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die Gleichungen: 


u. Yn+Ym Ma Yn—Ym 
vi+nvYi-m ' 1 +11 +m ’ 

Ä ei 6 
k— 1—VYnm A + nm 


VMi-+nvi Im u vi +n vi - m 
aus denen sich ergiebt: 
kk+kk=1, U+Hll=1. 
Mit Hülfe dieser Transformation lassen sich die Werthe sämmtlicher zwischen 
zwei Nullwerthen von R(z) erstreckter hyperelliptischer Integrale durch 
ganze elliptische Integrale ausdrücken, wie entweder durch genaue Dis- 
eussion der T'rransformationsgleichung. oder mit Hülfe der Theorie der 
Riemannschen Flächen abzuleiten ist. Es soll im Folgenden das letztere 
geschehen, da eine solche Relation zwischen den zweiblättrigen Flächen 
elliptischer und hyperelliptischer Integrale, wie sie der obige Jacobische 
Satz vermuthen lässt, vielleicht sonst nicht untersucht ist. Ausserdem wird 
uns die Theorie der Flächen mit Nothwendigkeit auf die Transformations- 
sleichung in ihrer allgemeinsten Gestalt führen. 
8.7. 

Um eine Fläche zu erhalten, in welcher die Quadratwurzel einer ganzen 
rationalen Function eindeutig ist, sind die beiden Blätter der Fläche längs 
Linien der Durchsetzung, die von einem Windungspunkte zu einem anderen 
führen, zu verbinden, d.h. es ist das untere Blatt, so wie das obere längs 
ibereinanderliegender Linien, von einem Nullwerthe der ganzen rationalen 
“unetion zu einem andern, aufzuschneiden, und dann je ein Rand des 
Schnittes im oberen Blatte mit einem Rande des Schnittes im unteren Blatte 
kreuzweise zu verbinden. Eine Linie der Durchsetzung, die in solcher 
Weise gebildet ist, soll eine „einfache“ heissen. 

Der Grad des Zusammenhangs der Flächen unterliegt folgenden 
(resetzen: 

I. Eine (»+1)-fach zusammenhängende Fläche (d. h. eine Fläche, 
in welcher sich höchstens » geschlossene Linien ziehen lassen, die weder 
einzeln noch zusammengenommen die vollständige Begrenzung eines Flächen- 
stücks bilden) wird durch jeden Qwerschnitt (d.h. durch eine Linie, «die von 
der Fläche dureh sie hindureh bis zu einem 


einem Punkte der Begrenzung 
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anderen Begrenzungspunkte führt) in eine »-fach zusammenhängende ver- 
wandelt, wenn der Querschnitt die Fläche nicht zerstückelt *), 

Dieser Satz gestattet eine Umkehrung: 

II. Wird eine Fläche durch m verschiedene Quersehnitte, deren 
keiner die Fläche zerstückelt, in eine »-fach zusammenhängende verwandelt. 
so war die ursprüngliche Fläche (2+m)-fach zusammenhängend. 

Ferner werden die folgenden Sätze über die Zusammensetzung 
mehrerer Flächen Anwendung finden. 

III. Es seien F, F' zwei n- resp. m-fach zusammenhängende Flächen. 
Wenn diese längs (v-+2) Linien, welche die etwa schon vorhandenen Dureh- 
setzungslinien nicht berühren, so verbunden werden, dass (+2) nene, ein- 
fache Durchsetzungslinien, nach der oben definirten Weise, entstehen. so 
erhält man eine (a+m-+2»+1)-fach zusammenhängende Fläche. 

Beweis: Der Grad des Zusammenhangs der nen entstehenden Fläche. 
F+F', so weit er von den (v-+2) durch die Verbindung von F und F’' ge- 
bildeten einfachen Durchsetzungslinien abhängt, ist derselbe, wie (der einer 
zweiblättrigen Fläche mit (+2) Durchsetzungslinien. Denn in einer solchen 
zweiblättrigen Fläche sind diese (+2) Linien der Durchsetzung sämmtlich 
einfache. Ist die Anzahl derselben zwei, wie in der Fläche eines elliptischen 
Integrals, so sind bekanntlich zwei Querschnitte nöthig, um die Fläche in 
eine einfach zusammenhängende zu verwandeln, jede weitere Linie der 
Durchsetzung erfordert weitere zwei Querschnitte, allgemein, wenn die An- 
zahl der Durchsetzungslinien (+2) ist, so wird die Fläche durch (27 +2) 
(Juerschnitte in eine einfach zusammenhängende verwandelt. Werden also 
in unserer Fläche (F+F’) diese (27-+2) (Juerschnitte gezogen, so erhalten 
wir eine Fläche, zu derem Zusammenhangs-Grade die (+2) Durehsetzungs- 
linien keinen Beitrag mehr liefern. In der Fläche lassen sich aber noch 
da F n-fach, F' m-tach zusammenhängend war. (a—1)-+ (m—1) geschlossene 
Curven ziehen, die ein Flächenstück noch nieht vollkommen begrenzen. 
Diese Fläche mit den (27 +2) Querschnitten ist also noch (na — I) + im —I)-+1}- 
fach zusammenhängend. Also ist nach Il. die ursprüngliche Fläche (F+F) 
ohne die (2v +2) Querschnitte 2r +2+(n—-1)+(m—1)+1= (n+m+2r-+1)- 
fach zusammenhängend. 

IV. Sind zwei begrenzte Flächen F, F’, »- resp. m-fach zusammen- 


#) Riemann: Theorie der Abelschen Funetionen. Dieses Journal. 1857. Bd. 54 
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hängend. und werden sie längs eines T'heiles ihrer Begrenzung aneinander 
oeleot, so entsteht eine (@a+m-—1)-fach zusammenhängende Fläche, wenn 
längs des gemeinsamen Theils der Begrenzung die Flächen mit einander 
verbunden werden. 

Beweis: Es seien in F die (a—1l). in F’' die (m—1) Curven ge- 
zozen, die kein Flächenstück vollkommen begrenzen gemäss der Voraus- 
setzung, so muss jede weitere geschlossene Curve, die nicht durch die ent- 
xeht, entweder in F oder in 


standene Verbindungsstelle der beiden Flächen & 
F' «lie vollständige Begrenzung eines Flächentheils bilden, ebenfalls nach 
ler Voraussetzung. Geht eine geschlossene Curve a durch die Verbindungs- 
stelle, so muss sie, da sie geschlossen sein soll, jedenfalls eine gerade An- 
zahl Male hindurchgehen. >Sie lässt sich also durch Linien, die in der Ver- 
bindungsstelle von einem Punkte der Curve a bis zu einem andern gezoren 
werden, in geschlossene Linien zerlegen, die theils in F, theils in F liegen. 
Diese müssen also, da in F schon (2a—1) Curven, in F'F (m—1) CUurven ge- 
zogen sind, eim Flächenstück vollständig begrenzen, also muss auch die 
Curve a dieselbe Eigenschaft haben. Es ergiebt sich daher, dass ausser den 
(a —1)-+(m—1) Uurven eine jede andere mit diesen einen Theil der Fläche 
vollkommen umschliesst, d.h. die Fläche ist: ("—D)+(m—-1L+1=(n+m-—1)- 
tach zusammenhängend. 

Der Satz IV. lässt sich verallgemeinern: 

V. Wird unter denselben Voraussetzungen wie in IV. eine Be- 
osrenzungslinie von F an v verschiedenen Stellen einer und derselben Be- 
srenzungslinie von F’ angelegt, so entsteht eine (a+m+r—2)-fach zu- 
sammenhängende Fläche. | 


Beweis: Fällt eine Begrenzungslinie von F mit einer Begrenzung | 


von F’ an zwei verschiedenen Stellen zusammen. so entsteht ein ge- 

schlossenes Gebiet A, das nicht zur Fläche gehört. Ausser den ge- | 
schlossenen Uurven: (»—1) in F, (m—1) in F' können wir also noch eine 
Curve a, ziehen, nämlich um dieses Gebiet A, so dass kein Flächenstück i 
durch a, vollständig begrenzt wird. Von jeder weiteren geschlossenen Curve | 
aber lässt sich, wenn sie nur durch eine der beiden Verbindungsstellen hin- | 
durchgeht, genau wie in Satz IV. zeigen, dass sie ein Flächenstück voll- | 
kommen begrenzt, eventuell mit Hinzuziehung der schon gezogenen Curven. 
(seht eine geschlossene Curve um das Gebiet A herum, so umschliesst sie | | 


mit Hülte von a, ein Flächenstück. Es ergiebt sich also: ausser den | 





un 
w 
_ 
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(a—l)+(m—1)+1=nr-+m-—1 Curven umschliesst jede andere geschlossene 
Curve vollständig ein Flächenstück: d.h. die Fläche ist »+m = (n+m-+42—2 

fach zusammenhängend. Ist die Anzahl der Verbindungsstellen der beiden 
Flächen längs derselben Begrenzungslinien gleich 3, so entstehen zwei 
»eschlossene Gebiete, die nieht zur Fläche gehören. Es können also ausser 
den (a—1l+m—1) Curven noch zwei gezogen werden, die ein Flächenstück 
nieht umschliessen. Dieselbe Schlussweise wie oben zeigt, «dass keine 
weitere Curve möglich ist, die diese Eigenschaft hat, demnach ist die Fläche 
n—1+m—-1+2+1=(n+m+3—2)-fach zusammenhängend. Dies tortwesetzt. 


führt zu dem Satze V. 


S. I. 
Construction einer Fläche, in der zwei elliptische Integrale mit verschiedenen Moduln 


eindeutig und stetig sind. 


Der Werth des elliptischen Integrals: 


ie dx 


Yre(li—z)i—kkx) 
ist eine eindeutige und stetige Funetion des Ortes in einer zweiblättrigen 
Riemannschen Fläche, in weleher die beiden Blätter in einfachen Linien 


x bs 2=0 und von r=] bis 





der Durchsetzung von dem Punkte = = 


I . A i s ' 
[= verbunden sind. Um die Punkte z= 1 und 2 = „„ Ist ein ()uer- 
iR th . 


schnitt ganz im oberen Blatte verlaufend gezogen, ein zweiter um die Punkte 
e=(0 und 2=]1, theils im oberen, theils im unteren Blatte verlaufend. 
Ohne die Lage der Durchsetzungslinien zu ändern lege man diese zwei- 
hlätterige Fläche zweimal auf einander, so dass man vier Blätter I, I. 
III, IV erhält. Man schneide alle vier. Blätter längs einer Linie. von 
dem Punkte A bis zum Punkte B, auf, und verbinde dann die Ränder des 
Schnittes in den verschiedenen Blättern so, dass die Blätter I und III längs 
einer einfachen Linie der Durchsetzung, in der oben definirten Weise, ver- 
bunden sind, und ebenso die Blätter II und IV. Diese beiden Linien der 
Durchsetzung seien der Kürze halber bezeichnet mit D(A, B). Die neue 
vierblättrige Fläche ist dann dreifach zusammenhängend: denn sie ist en 
standen durch die Verbindung zweier einfach zusammenhängender Flächen 


vermittelst zweier einfacher Linien der Durchsetzung: der D(A,B) in den 
blättern I, III und in den Blättern IL IV. Aus der Formel des obigen 
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Satzes III tolgt also: 


n+m+2v+1=1+1+0+41=5. 


Der eine Endpunkt A der beliebig angenommenen D(A, B) werde nun als 


Windungspunkt eines neuen Integrals genommen, dessen übrige Windungs- 
punkte mit den Punkten e=0, r=1, r=x übereinstimmen. Ein solches 
Integral ist: 

Er dr 


I Veli—e)i—Ie)' 


U) 


’ ö 1 . or 
und es sel nun A= 7: Den anderen Endpunkt B der Durchsetzungslinie 
1 i .. 
D(A,B) lasse man mit dem Punkte x = ER zusammenfallen. Dadurch erhält 


dann die Fläche, die in Figur I. und Il. angegebene Gestalt (abge- 
sehen von dem noch zu ziehenden Querschnitte e). Fig. I. stellt die Fläche 
der Blätter I und Il dar, Fig. II. die der Blätter III und IV. Die letztere 
liegt unter der ersteren, und zwar die Punkte unter einander, in denen x 
denselben Werth hat. Die römischen Ziffern an den Seiten der Durch- 
setzungslinien geben an, welche Blätter die Durchsetzungslinie verbindet, 
die arabischen Ziftern dienen zur Unterscheidung der beiden Seiten der 
Durchsetzungslinien. 

1 1 
Akku 
Windungspunkte erster Ordnung. Für die Punkte e=1, 0, x folgt dies 





In der entstandenen Fläche sind die Punkte e=1, 0, x, 


unmittelbar: sie waren Windungspunkte erster Ordnung in den beiden ur- 
sprünglichen Flächen und sie sind in der neuen Fläche ungeändert ge- 


blieben. Von dem Punkte gehen zwei Linien der Durchsetzung aus, 


1 
u 
ie D(,-..), welche die Blätter I und III verbindet, und die D(-},, ..) 
de AT ER! | ' DIE II’ kk/ 


welehe II und IV verbindet. Geht man also z. B. vom Blatte I aus. so 


u ' . . Bis : 
führt ein einmaliger Umgang um zn das Blatt III und erst der zweite 
Umgang zum Ausgangspunkte zurück. Ebenso verhält es sich, wenn man 


‚;) in den Blättern II und IV diese beiden Blätter 


’ YA 
mit Hülfe der D\ IT: 


1 1 
jy benutzt. Der Punkt m hat daher 
die charakteristische Eigenschaft eines Windungspunktes erster Ordnung: 


zu einem zweimaligen Umgange um 


erst ein zweimaliger Umgang um ihn führt zu demselben Punkte der 
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u 
=] 


Fläche zurück. Von dem Punkte Pr sehen vier Linien der Durch- 
setzung aus: 


Be 5 en LH 


\ll’ kk) 
a Erz II. IV. 
Beten [3 
u We,» - BE, 


also in je zwei Blättern nur eine Durchsetzungslinie. Es führt auch hier 
erst ein zweimaliger Umgang zum Ausgangspunkte zurück: man gehe z. B. 


vom Blatte I aus, die D( 1, =) führt in II, dann die Di -, =. in IV: 


ein Umgang ist vollendet, die Wurzel Ye(1— x) (1—kke) pr den entgegen- 


/ 


gesetzten Werth: die beim Weitergehen getroffene p(1.,, ) führt In (as 


h 


Blatt III. dann die D( a wieder in Blatt I. die Wurzel hat wieder 


kk '’ Il 
r . a 
denselben Werth. Ein soleher zweimaliger Umgang um Er führt also 
* 
u 0 1 
alle vier Blätter, in jedem derselben geht man zur Hälfte um ;z herum, 
a a - u, 
wenigstens in der schematischen Figur. Der Punkt ist daher eben- 


kk 
talls ein Windungspunkt erster Ordnung. 


Die Fläche ist ferner in Folge der für die Lage der Punkte A, B 
getroffenen Bestimmung nur noch zweifach zusammenhängend. Wir können 
sie uns nämlich entstanden denken durch Verbindung der beiden ursprüng- 
lichen einfach zusammenhängenden zweiblättrigen Flächen an zwei Stellen 
derselben Begrenzung: Die Begrenzung dieser beiden Flächen wird von den 
beiden Querschnittsystemen gebildet. Anstatt nun den Theil des in der 
Figur mit db, bezeichneten Querschnittes, welcher durch D (1. : ) hindurch 


4 


geht, in die Begrenzung aufzunehmen, können wir auch, ohne den Cha- 


Me ” . 1 1 : 
rakter der Fläche zu ändern, die Punkte LE und TR in der Weise, wie es 
ın 
Fig. II. zeigt, in die Begrenzung hineinziehen, indem wir dureh beide 
Punkte sowohl im Blatte I, wie im Blatte II den Querschnitt 5, ziehen. 


Ebenso möge der Querschnitt 5, dureh dieselben Punkte in den Blättern Ill 
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und IV gezogen sein. Die BZ, = kann nun angesehen werden, als 
entstanden durch die Verbindung: 

1) des 'Theiles der Begrenzungslinie der Fläche Fig. I, welcher 
und — 


dureh die Punkte im Blatte I geht, mit dem durch dieselben 


1 1 
kk ıl 
beiden Punkte im Blatte III gehenden Theile der Begrenzung der Fläche 
Fig. II: 

2) durch die Verbindung derjenigen Theile derselben beiden Be- 


erenzungslinien, welche durch die Punkte = . gehend, im Blatte II 
resp. IV liegen. 

Längs dieser beiden Verbindungsstellen mögen die T'heile der Be- 
srenzungslinien fortfallen, so erhalten wir wieder die obige Fläche, und 
die Begrenzung redueirt sich auf die beiden Systeme der Querschnitte. Als 


giebt also die Formel des obigen 


(rad des Zusammenhangs der Fläche 
Satzes (V.): 
n+m+r—2=1+1+2-2=2. 

Diese zweifach zusammenhängende Fläche wird nun nach dem 
Satze I in eine einfach zusammenhängende verwandelt, wenn wir zwei 
Punkte der beiden Begrenzungen, d. h. der Querschnittsysteme in den 
Blättern I, II resp. III, IV mit einander verbinden. Dies möge geschehen 
durch einen Querschnitt e (siehe Fig. I. und Il.), welcher von dem Durch- 
schnittspunkte der mit a, und 5b, bezeichneten Querschnitte im Blatte II 
ausgeht und ın dem Durchsehnittspunkte von a,, b, im Blatte IV enldigt, 


nachdem er mit Hülfe der Durchsetzungslinie D(,\, 3 vom blatte II in 
das Blatt IV gelangt ist. 

Die dann erhaltene Fläche besitzt also die Eigenschaften: 

1) Sie enthält, wie oben gezeigt, als Windungspunkte erster Ordnung 
sämmtliche Punkte, für welehe die beiden Werthe der Wurzel: 


Ye(l—-xz)(1—kkxr) und Yx (1-x) (1-1l«) 





zusammentfallen; sie besitzt keine anderen Windungspunkte. 
2) Sie ist einfach zusammenhängend. Daraus folgt also, dass in ihr 
die Integrale 


2 dr ’x dx 
fe ne a el AR 
. Yell—r)I—kke) . Yz(l— z)(1— Ile) 


() 0) 


eindeutige und stetige Funectionen des Ortes der Fläche sind. 
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$. 9. 
Zusammenhang der construirten Fläche mit der Fläche hyperelliptischer Integrale. 

Nach dem Schlusssatze des vorigen Paragraphen ist auch jede ein- 
deutige und stetige Funetion der beiden elliptischen Integrale erster Gattung 
mit den Moduln k und 7 eine eindeutige und stetige Funetion des Ortes 
der eonstruirten Fläche. also z. B. die lineare Function: 

H(&) = c, * .. +6, [ u 
’ Vell—z)(I—kkr) “ Vefl—s)i—Ir 
wenn ce, und ce, Üonstanten bedeuten. 

Als Funetion des Ortes der Fläche hat H ferner eine wichtige Eigen- 
schaft: Es fallen die beiden Werthe derselben. nämlich die positiven und 
negativen Werthe der Wurzelgrössen in den Integralen, in sechs Punkten 
der Fläche zusammen, in den Punkten: 

z=0(0, 1. x in den Blättern I und Il 
z=0(, 1, x in den Blättern III und IV. 


Dies findet nieht statt für die Werthe 


y 1 WERE 
=, ud 2=-7, 


da für diese entweder nur die beiden Werthe von Yr(1—-xz)(1—kkr) oder 
nur von Yr(1—z)(1-/lxr) zusammenfallen. 

Diese Eigenschaft der Funetion 4 leitet darauf hin, einen Zusammen- 
hang derselben mit einem hyperelliptischen immer endlieh bleibenden 
Integrale aufzusuchen, also einem Integrale von der Form: 

"103 „ 
J VR(z) 
wenn a,. a, Uonstanten sind, und R(z) eine ganze rationale Function fünften 
oder sechsten Grades ist. Dieses Integral hat die analogen Eigenschaften 
in einer Fläche der Variabeln 2. Man erhält diese Fläche (siehe Fig. IV.) 
bekanntlich durch wiederholte Anwendung der für die Fläche eines ellipti- 
schen Integrals dienenden Regeln. Darnach sind für die zweiblättrige Fläche 
mit sechs Windungspunkten erforderlich: 

e) Drei Durchsetzungslinien zwischen den Windungspunkten. 

P) Zwei Paare von Querschnitten: a,. b, und a, b,. deren positive und 
negative Seiten so liegen mögen, dass ein positiv durehlaufener Querschnitt a 


(d.h. so durchlaufen, dass die umschlossene Fläche zur Linken liegt) von 
18* 
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der negativen zur positiven Seite von 5b führt, ein positiv durchlaufener 
(Querschnitt 5 von der positiven zur negativen Seite von a. 

y) Ein „offener Querschnitt ec, der die beiden Paare a, b verbindet. 

In einer solchen Fläche, die mit T(z) bezeichnet sei, ist das hyper- 
elliptische Integral eindeutig und stetig, und für sechs verschiedene Werthe von 
z fallen die beiden Werthe der Wurzel YR(z) zusammen. 

Es muss also der obige Ausdruck H auf die Form eines solchen 
hyperelliptischen Integrals gebracht werden können, wenn es möglich ist. 
H als eine eindeutige und stetige Function einer Variabeln z darzustellen 
in einer zweiblättrigen Fläche, die mit der obigen T(z) übereinstimmt, 
und ferner wenn umgekehrt der Ort dieser Fläche eindeutig und stetig mit 
den Werthen von H sieh ändert. Dieses wird erreicht dureh die Lösung 
der Aufgabe: Eine Funetion 3 von x so zu bestimmen, dass z, in der 
Fläche 7T(z) erstreckt, eine eindeutige und stetige Funetion der Variabeln x 
ist in der vierblättrigen Fläche, die mit T(x) bezeichnet sei, und auch um- 
vekehrt = eindeutig und stetig von z abhängt, so dass also die obige vier- 
blättrige Fläche auf eine zweiblättrige mit sechs Windungspunkten in gegen- 
seitiger eindeutiger Beziehung abgebildet wird. 

Die Form jener Transformationsfunetion z von x ergiebt sich leicht: 

Die Fläche T(x) ist vierblättrig. Zu jedem Punkte derselben soll 
ein Punkt der Fläche T(z), also zu vier übereinanderliegenden Punkten in 
T'x), d.h. zu einem Werthe von x, vier Punkte in T(z) gehören. Zwei 
derselben mögen im unteren, zwei darüber im oberen Blatte in T(z) liegen: 
d.h. also, zu einem Werthe von x sollen zwei Werthe von z gehören. 
Umgekehrt, zweien übereinanderliegenden Punkten in T(z), d. h. einem 
Werthe von z sollen zwei Punkte in T(x) entsprechen. Diese müssen dann. 
wie sich leicht ergiebt, ebenfalls übereinanderliegen, d. h. dann also, einem 
Werthe von z entspricht ein Werth von x. Ausserdem soll z sich stetig 
mit x, und umgekehrt x stetig mit z sich ändern. Diesen Bedingungen 


wird genügt, wenn 3 eine aigebraische Funetion von x ist, so dass: 
oder ausgeschrieben: 
(VOL) z3(,2+b)+3(,c+b)+(,0+b,) =. 


ie sechs Coeftieienten sind theilweise durch die auftretenden Bedingungen 
zu bestimmen: 
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1) Für die Werthe: 
| l 
7 
fallen alle vier übereinanderliegenden Punkte der z-Fläche zusammen. es 
müssen also auch für diese Werthe «die beiden zu einem x «ehörenden 
Werthe von z zusammentallen, da einem Punkte in Tr) auch nur ein 
Punkt in T(z) entsprechen soll. 
Es müssen also die beiden Gleichungen erfüllt sein: 


F(z, z ) Ru", ( =) Eu 
F(s, Tr )=0 &; ) ı=0. 


Daraus folgen die Gleichungen: 
\+a, + b,kkı(a,+b,kk) = (u +b,kk 


(IX.) 
4a +b!D)(a,+b,IN) = (u +b, ll)‘. 
2) Analog der Form, in der die elliptischen Integrale angenommen 


sind, wollen wir auch die Form des hyperelliptischen Integrals so wählen. 
dass im Nenner die Wurzel einer ganzen rationalen Funetion ungerader 
Potenz, also der fünften steht. Hierdurch geschieht der Allgemeinheit kein 
Abbruch, da durch eine geeignete Transformation bekanntlich dieses Inte- 
gral in ein solches verwandelt werden kann, welches sechs im endlichen lie- 
vende Windungspunkte besitzt. Wir nehmen also an, dass die Punkte z = U 
und 3= » Windungspunkte der Fläche T(z) sind. Dann folgt. dass auch 
die entsprechenden Punkte der Fläche T(x) Windungspunkte sein müssen. 
damit eben der Ort der Fläche T(x) eindeutig von dem Orte der Fläche 
T(z) abhängt. Es sind aber die zu den obigen Werthen von z gehörenden 


Werthe von «: 


b 
zu s—=UV) =- 

A 

b 
zu 23 = 3%. A 

dA 


Es müssen also diese Werthe von x gleich einem der Werthe: 0,1, x sein. 

Wir treffen nun die folgende Vereinfachung: Es soll zu dem Null- 
werthe der Variabeln z der Nullwerth von x «ehören. Hierdurch wird 
der Aufgabe der Zusammensetzung der elliptischen Integrale zu einem 


hyperelliptischen keine wesentliche Beschränkung auferlegt, da der Null- 














142 K. Schering, arithmetisch-geometrisches Mittel aus vier Elementen. 





punkt der z-Ebene, wenn er ursprünglich nieht diese Lage hätte, dureh 
eine lineare Transformation in den gewünschten Punkt verschoben werden kann. 

Wir setzen also: 4,=(. 

Wird dann die Transformation vollständig durchgeführt, und stellen 
wir die weitere Bedingung, dass die Summe sowie die Differenz der beiden 
elliptischen Integrale je einem der beiden von einander linear unabhängigen. 
immer endlich bleibenden hyperelliptischen Integralen gleich sein soll (demn 
in dieser Form nur kann die Transformation unserm Zweeke dienen), so 
ergiebt sich die Bedingungsgleichung: 

5, =d, 
Dann gehören also zu 2e=0 die beiden Werthe 3=0 und z=x. Die 
Gleichungen (IX.) erhalten die Form: 
da,a;, = (-+b,kk)‘, 


da,a, = (a-+b,/Tl)', 
aus denen sich ergiebt: 
a,—+b,kk 
+1 = 2-2 
10% d, -+b,ll 


Es kann hier nur das untere, negative Zeichen angewandt werden, da vor- 
ausgesetzt ist: AT; es folgt daher: 
2a, = —b,(kk+N), 
und aus den obigen Gleichungen wird: 
lba,a, = bb, (kk— II). 
Werden diese Werthe in (V1l1l.) eingesetzt, so ergiebt sich: 


kk ll ; b b, ; 9 
33M0+b,3 (1-2 —- )+x Kr (kk—-IUN = 0 


16a, 
oder: 
4a,\ 4a | | 
Ar. I me _l_ 92) _- u A |; ei __ \2 — 
22 ( 5) +, 22(2-2(kb+M)+r(kk-U = 0, 
Setzt man: 
4 
h, an, 


- 


so erhält die Gleichung die Form: 
(VUV.) zzuur—2uz(2—a(kk+lM))+e(kk—IN) = 0. 
Die Auflösung nach x ergiebt: 


Az Bi. 
ae 
Kat _ o2um 
FOREN: TR) 


= — 


1 
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oder wenn man setzt: 


2 u u u 
a = (k I) N (k +1)? . 
woraus folgt: 
Ä kk+-ll uu 
N u ‚ ) a ri 
a+P=2u. eB=_i 
so wird: 
4a: 


a) 2 aFe)dHRN 


(In einer ähnlichen Form benutzt Herr Hermite in der oben eitirten Abhand- 
lung die Transformationsgleichung als Ausgangspunkt der weiteren Unter- 
suchungen.) 
Mit Hülfe der Identität: 
= (KH + (KV +2(kk+ ll) 


und der Gleichungen: 


u2FL Dani), FR HR = (kk- U 


en 


aß @, 
ergiebt sich: 
— eAtuz—(K+N)us—(k’—V)) 
vu + az Az} 
1 kkso aß\uzs—(kk—II)\” = (l- Ya)’ 
 mall+tasifi+As (l+a:)(1+ P2) 
Un — Plustckkim _ dA ı3Vapß)? 
ne Doms 4 _La&z3!1 4 Az! e A az - Bu 
auf --azsıi4+As 0 (l+as)(l 4 92) 


Setzt man: 
R(2) = z(l+az)(1+P3) (us — (KH) (u —(K— N), 


so folgt aus den obigen Gleichungen: 


1 EM u?(1-+az)’(1+ Az)? 
Yei—z)1—kke) YRi) .20aß.(l—3VYaß) 
1 4 gwll+az)’(1+ Az)’ 


Vel—e)A—lr) VRG  2a9.(1-+:Vaß) 


oder, wenn man der Kürze halber setzt: 


ıa(1—z)(1-kka) = Nie, k), 
z(1-r)(1-Ile) = We, !), 
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so ergeben sich mit Hülte von: 
4a 3 1—ußz 


ds == . 5 „_ dz 
u (1+0«3;)’(1- #2) , 
die Grleichungen: 
dx dz 
2 | —2Ju(l+zVap), 
Wie, k) YRizs) 
dx dz 
= = — -2Yu(l—zVop), 
Nr, l) YRhiz) 
aus denen tolgt: 
£ dr | [ r dr Ayu f dz 
ne: u 7 - —— . > R 
. \. vRa,k) 4 ‚Re, !) ‘“  VR(z) 
ne | | 
dr x dr | 2 »dı 
I / en | — WuYap-/ ’ -. 
“ Rah % VAR “  VRG) 


Setzt man allgemein: 
Riz) = c(2)(3—m,)(2— m,) (3 —m,)(2—m,), 


worin e eine Üonstante bedeutet. so dass also in unserem Falle: 


1 1 | 
m, = — = — (EV 
& u 
1 1 nz 
Mm, = — = — (k+l) 
P u 
l BEER 
Mm; _— ( k EN | ü 
u 
1 ’ ’ 
Te (k+l) 
u 
wird, so folgt daraus: 
1 } 1 ! ’ ’ ’ > 
m, .M, = (kk—IN = (kkE—Il\ = m,.m.. 
uu 1 1 


Man erhält also für die vier im Endliehen liegenden Windungspunkte 
m,. 2%, M;, m, eines hyperelliptischen Integrals die für die Zurückführung 
desselben auf elliptische Integrale nothwendige Bedingungsgleichung 
Mm. Mm —m,.m, =. 
Diese Gleichung erweist sieh auch als hinreichend: 


Es folgt aus den obigen Gleichungen: 


? 
u a } ) I 
k= „yuym+ ym,|, 
- 
? | 
I = sem —ym, 
k — Ayu'ym,+ym;|, 


iyuıym, —ym;|, 
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und hieraus: 
l—kk = 4(44 u(ym,+ ym,)‘). 


1—Il = 4(4+ u(ym, — ym,)'), 
u. A ) 

kk = = (Ym,+ ym;)., 
‚p u 
EE 4, Vmı— ms). 


Zwischen den vorgegebenen Grössen m,. m,. m,, m, müssen solche Be- 
dingungen bestehen, dass: 

kk+kKk=1 und lU+l/l’=]1 
ist. d.h. es muss: 


4+u(ym;+ym,) = u(ym,+ym,;)', 
4+ ulym; —ym) = u(ym,— ym,) 
oder: 
(Ym; + yYm,) — (Ym;— ym,) = (ym,+ yYm,)’ — (Ym,— ym,)' 
oder: 
m,.m, —m,.m, = V 


sein. Es ergiebt sich also: 

Ein immer endlich bleibendes hyperelliptisches Integral, dessen vier 
im Endliehen liegende Windungspunkte m,, m,. m;, m, die Bedingung 
erfüllen: 

Mm. m —m,..m, = UV. 

lässt sich immer auf die algebraische Summe zweier elliptischer Integrale 
erster Gattung redueiren. 

In den Gleichungen (XI.) ist « ein beliebiger eonstanter Factor: 


setzt man 
a BCk' 1 4 
’ 


u = 


wo # eine neue beliebige Constante bedeutet, so erhält R(z) eine einfachere 
(restalt: 
Es waren «, $ dureh die Gleichungen 


u 


i u 
(1, \® 9 
Ch rn l) 


) 


a = >= 


definirt, mit Hülfe der obigen Gleichung für « folgt also; 


Be - 7 ); za i | ) 
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oder. wenn man setzt: 


a) mr) en), 


so wird: 
(1) P=tm, u=tn, 
u— mnt.(k +). 
Aus den Gleichungen (X1l.) folgt mit Benutzung der Identität: 
4 = (kK+T + +2(kk+ IN) 


die Relation: 


ve 2 
(2.) kl — 1 
Yi-+-mVYi-+n 
demnach wird: 
4 
(3.) u= mnt:- 


(1-+-m)(1-+n) 


Aus den Gleichungen (XIl.) folgt ferner: 


W"—I N? 
(4.) PT ) —= m.N. 


Mit Hülfe dieser Gleichungen (1.), (2.), (3.), (4.) erhält: 
R(z) = z(1-+ az) (14 Pz) (uz — (kK’+ U’) (uz — (k'’—)') 
eine einfachere Form: 
Ks ist: 


uz—(K+l) = (K+lMYImntz—1! 


4 
a Imntz—1!, 
(A+m)i+n) ' | 
| n2 4Amn Ä 
us—(k—-l\ = - tz—1l,, 
| (A-+-m)ii-+-n) | 
also wird: 
I6(mn)°’.t’ | : 
R(z) = .R,(2), 


(1-+-m)’(i-+.n) 


wenn: 


0) Ra = slar ler ee 


a ferner: 
Ymnt 
4Yu=8-— 
vA+-mvVYi-n 


3 
m.n.t: 


vi-+mVYi+n 


WuyYaß = 8 
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so erhalten die Gleichungen (XI.) die Form: 
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 f* de = dx “= de 
/ / / / P / 
xJe * o vakah) ; VR(r, N) . VR (2) 
(Al) ( 
| | a d.ır / d.ır 0 i 3. ds 
Y Ma) ZZ RED J VRG) 
wenn: 
p ER > v1 + m yA - n 0 n > vi n m v4 | n 
mn.t' Ymn.t 


S. 


10. 


Die Werthunterschiede der hyperelliptischen Integrale an den Querschnitten. 


Wird die oben abgeleitete 'T'ransformationsgleichung (X, pag. 143): 


At 4aßz 
v = ud os)(i4 ß) 
nach z aufgelöst, so lassen sich die beiden Wurzeln z, und z,, nach Ein- 
setzen der Grössen k und /, auf die Form bringen: 
1 / / 7 | / 1 s xz(kk , 
uz, = — (V1—- zkk- Y1-al’ = (j —kk4-y I) = 2 (Ak — Ri) 
® X X (M— ckk-VM— all 
1 u ) 1 | : x(kk . 
us, = (Mark Vie? = (y_ Yu) EN 
” T T (Vi1- akk v1 ll) 
Hieraus ergeben sich unmittelbar die zux==0, 1, x. = z oe 
hörenden Werthe von z: 
5, = 09, 
2=WV), 
2 Be (. 
B 2 1 
For “ ( k -} 4% — “ 
u mni 
t=|\, 
= — (k—[: 
u / 
£ 
u u (A En mi 
e= 8, 
1 1 
PD) u = (k =. I D 
u ni 
1 1 1 
=, 3-4 (kk—U) = + 
kk nr tVmn 
1 1 1 
z=— 3 = — k—-UW) = — . 
u u IV mn 


19* 
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Diese Werthe von z liegen also in den Windungspunkten der 
läche T(z). 

Die beiden Paare von Querschnitten a, b in der Fläche T(z) sind 
dammach so zu ziehen, dass sie entsprechende Windungspunkte umschliessen, 
wie die (Juerschnitte a, b in der Fläche T(x). 

Hiernach ergiebt sich: 

Das Innere des (Querschnittes a, in der Fläche T(z) entspricht dem 
Aeusseren von & in T(z), also dem „anzen Blatte IV. Das Innere von 
b, entspricht in beiden Flächen einander, ebenso das Aeussere von a: 
endlieh sind das Aeussere von 5b, in T(z) und das Innere von b, in Tx) 
einander entsprechende Gebiete. Hierdurch sind dann auch die positiven 
und negativen Seiten der Quersehnitte in den beiden Flächen bestimmt. 
wenn man die auf pag. 139 gegebenen Regeln zu Grunde legt. 

Die so entstandene Fläche T(z) ist eine in den kleinsten T'hheilen 
ähnliche Abbildung der vierblättrigen Fläche T(x). Den unendlich kleinen 
Ortsänderungen von z in der ersteren entsprechen proportionale Orts- 


. . r . Too 1 
inderungen von x in der zweiten. Nur in der Nähe der Punkte = = = 
ih 

1 I »o . . i . .. r 
und & ‚ für welche die beiden zu einem x gehörenden Werthe von z 


ll 
zusammenfallen, ist die Aenderung von x proportional dem Quadrate der 
Aenderunge von 2. Es muss also auch der Querschnitt e, der in die Nähe 


eines dieser Punkte führt, in der Fläche T(x) einen doppelt so grossen 


vr» . . [: . | \ . 
Winkel um diesen Punkt beschreiben (in der Figur um j7 ), wie der ent- 
i ce | ’ 
sprechende (Querschnitt e m T(z) um den entsprechenden Punkt : wie 


IYmn 
es die Figur auch schematisch angiebt. 
Bei der wirklichen Berechnung der längs der Durchsetzungslinien 


erstreekten hyperelliptischen Integrale ist ein durchgehender Unterschied 


FA d.r E dr 
und / 
I VA | / 


la, k) (er, |) 


(der Inteerale: 


za berücksichtigen. Es bezeichne D(u,r) eine zwischen den Windungs- 
punkten v, » sich erstreckende Linie der Durchsetzung, D,(u,v)Ill, oder 
kürzer D, III, den Werth von IN(z, k) in einem Punkte des Blattes III an 


der Seite (2) der betreffenden Durchsetzungslinie. Analog möge die Be- 
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zeichnung der Werthe von IN(z, k) in irgend einem anderen Blatte, und 
der Werthe von INR(z,!) gewählt werden. 


Krstreekt man die elliptischen Integrale zunächst von einem Punkte 


w ING 
an der Durchsetzungslinie D(1. u) im Blatte I, z. B. von IL, um den 


1 : : ae 
Punkt 2 = 27 herum bis zu einem Punkte derselben Durchsetzungslinie im 
Blatte III. z.B. bis III, so tritt für YN(r, A) ein Zeichenwechsel ein, da 


| . e u 
der Punkt umschlossen wird. Dagegen ändert YR(r, ) nieht sein Zeichen. 


kk 
1 1° 
Daraus folgt also: D,(1. r JI — — D,I1,. D,(1, 7 )k=D,Ul,. Da weiter 
eo. . a / I\ 
bei einer Ortsänderung der Variabeln z von einem Punkte der DI, IE) 


bis zu einem Punkte der D(0,x) ın demselben Blatte und an derselben 
Seite der Durehsetzungslinie, kein Zeichenwechsel für YNR(x, k) und YNir, ) 
eintritt, so folgt, dass die obige Regel für die Vorzeichen der Wurzeln. 
auch an der Durehsetzungslinie D(O, x) gilt. Berücksichtigt man weiter, 
dass in den übereinanderliegenden Punkten der Blätter I und II, resp. Ill 
und IV, welche jede für sich die ursprünglichen Flächen bildeten, die ent- 
sepengesetzten Werthe der Wurzeln liegen. so erhält man für diese Werthe 


an den Durehsetzungslinien: 


D(1. ,,) und Di0.x 
die Formeln: 
ER, \ D,.l = Bi = BEE D,IV 
XIV. 
I=—D.l]l, D.II, = D.III.: D,I\ 
und 
= \ DI.= DIL:= DWIII: DIV, 
zYy; 
I=—DiII, -DIL, = -DJIl, D,IV.. 


Anders gestaltet sich der Zeichenwechsel an der Durehsetzungslinie 

| % i | 
D| prall ). Hier bedarf es eines Umgangs um den Punkt jp,; m in den 
Blättern I und III resp. II und IV zu übereinanderliegenden Punkten zu 





velangen: und es ändert bei einem solehem Umgange nur YNR(x, !) sein 


Zeichen. Hieraus ergeben sich leicht die Formeln: 


| De, 4)ı = Dh= DUL= DI: 

(XV1.) h 
[ \ = 2 
Do yylı=-Dill: D,IV, D,IV.. 
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Für YR(#,’) erhält man wieder die Formel (XV.). Aus diesen For- 
meln, wie auch unmittelbar aus der Fläche ergeben sich ‘die Relationen 
zwischen den Werthen der Wurzeln. welche zu den vier übereinanderlie- 
genden Punkten auf einer Verbindungslinie solcher Windungspunkte ge- 
hören, zwischen denen sich keine Durehsetzungslinien erstrecken, also auf 
einer Linie zwischen den Punkten 2=0 und zr=1. Wenn man mit D, 
2. B. einen solchen Werth für die YR(z, k) im Blatte I bezeichnet, so folgt: 
\D,1 =-Dlil= DUOI=-DIV., 
(DI=-Dll=-D]llI= DIV, 


denn, um zu den betreffenden übereinanderliegenden Punkten z. B. von | 


(XV II.) 


nach III zu gelangen, ist ein Umgang um zwei Unstetigkeitspunkte von 


RR Re En 
‚Na, %k) nöthig. nämlich um Pr und 1. dagegen nur um einen Unstetig- 


keitspunkt von YX(r,D) nämlieh 1. 


) 


Ks mögen mun mit A). A). Bi. Bi} die Unterschiede der Werthe 
k des j 
des Integrals P/ an den Quersehnitten resp.: a, @, b,, b, be- 

‘“ YyAR(@) 
zeichnet werden, wenn diese von der negativen zur positiven Seite überschritten 
werden, analog mit A}. A). B}. B; die Unterschiede der Werthe des Integrals 
a s.dz . . y 0 .. . 

= WA an denselben Querschnitten. in derselben Weise überschritten. 
yR(z) 
Die positiven Werthe der ganzen elliptischen Integrale seien ferner dureh 
folgende Gleichungen definirt: 


1 


* f r v-] 1. h 
/ eu / PR 
/ N YR(«, k) I YR(x, k) 


0 


ea mi 
N YRCe, I YR(z,D) | 


0) 0 


—— 


v n d.r 
wenn mit 
= m, YR(rx,k) 


oder mit /, [k] das in dem Blatte II an der Seite 
i der von m bis » gehenden Durchsetzungslinie erstreckte Integral be- 


zeiehnet wird und wieder <= Y-—l ist. 
Es folgt dann: 


Aa = /+f, m+/ 0+f, 0. 
= 4K-+4L. 





as 


rg 
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Daraus ergiebt sich unmittelbar der Werthunterschied des zweiten Integrals 
an demselben Querschnitte, nach den Gleichungen (XI): 
A: = 4K—-A4l1. 
Ferner ist: 
“ r 0 r 


A? = / ,t+/ [A Hy [04/9 


IV ur? || Bu 
1 


oder mit Hülfe der Formeln (XVII.): 


A, = —4K+4L, 
also wird: 
A = —4K-—AL. 
Analog ergiebt sich mit Hülfe der Gleichungen (XIV.) und (XV.): 
Bı = 4Ki+4L,i, 
b,= 4Ki-A4Li, 
Bı = -4Ki+4Li, 
B, = —4K,ii—4Li. 


Die von Riemann aufgestellten Relationen *) zwischen den eonstanten 
Unterschieden Abelscher Integrale an den Querschnitten, lauten: Wenn A, 
B und die Indices derselben die oben angegebene Bedeutung haben, p die 
charakteristische Zahl bedeutet, welche angiebt,. wieviel Paare von Quer- 
schnitten zur Herstellung einer für die Abelschen Integrale einfach zu- 
sammenhängenden Fläche nöthig sind, so ist: 

4 
1) te 2: B-B.% 
Ku 
und: 


4 (/) (7) I (/) 
()- > a od - Pr; ’ 


— 
/ 


worin a, 9, 5, 0 dureh die Gleichungen: 


definirt sind. 


IV 


In unserem Falle, in welchem p = 2 ist, muss in (1.) also u =1, v 
gesetzt werden. Nach dem Obigen ist dann: 


*) Riemann: Theorie der Abelschen Functionen IV, 8.20, 21. In diesem Journal 
Band 54, 1857. Riemanns gesammelte Werke, herausgegeben von H. Weber; No. Vl. 
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A‚B—-B,A; = !4K+4L}/4Ki—4Led—/4K:+4L0)4K—-AL. 
A! B;-Bi A; —4K+4L))-4Ki—4L, 0 —|—4K,i+4Li'—AK— AL 
= 4K,:+4L014K—4AL)— 4K+4L)4Ki—4Li. 
also wird 
(A) BE — B! A!) + (AB —-BA}) = 0. 


Ferner ist, wenn % und / reell und kleiner als 1 vorausgesetzt werden. 
auch K, L, K,. L, reell. und 
„(4 u 0. A» nn v). 


/ 
a . “ dd 
Also ist für das Integral P/ BEN 
 YR@) 


ZanO OD = FaDI® = Al.Bi. I +Al.Bi. 
1 7 ! 
= /4K+4L} AK, +4L|+)-4K+AL|\—AK,+4L) = 32 KK, + 320, 


demnach grösser als Null. Analog ergiebt sich: 


li 


1 +AiBR.. = [4K-4AL}|4K,—4L)+|-4K-4AL}|-4K,-AL) 
— 32 KK,+32LL,. 


Die oben angegebenen Relationen zwischen den Periodieitätsmoduln. 
oder den eonstanten Unterschieden der Integrale an den Querschnitten be- 
stehen also auch für die beiden hier untersuchten hyperelliptischen Integrale 
erster Gattung: zugleich haben diese die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass 
die absoluten Werthe der Periodieitätsmoduln für beide Integrale und füı 
beide mit gleichem Buchstaben bezeichnete Querschnitte gleich sind. 

Die obigen Relationen sind der analytische Ausdruck für die Mög- 
lichkeit, aus den p von einander linear unabhängigen Abelschen Integralen 
erster Gattung, mit Hülfe einer linearen Substitution, p andere von einander 
ebenfalls linear unabhängige Integrale zu bilden, deren inverse Funetionen 
dureh die allgemeinen 9-hReihen ausdrückbar sind. Nach dem Obigen 
müssen auch die beiden hier untersuchten hyperelliptischen Integrale diese 
Eigenschaft besitzen. Es liesse sich also auch von hier aus ein Ausgangs 
punkt gewinnen für die Untersuchung, welche Herr Hermite in der oben 
eitirten Abhandlung begonnen hat, und welche die Fälle behandelt. in denen 
eine 3-Reihe mit zwei Argumenten auf solehe mit einem Ärgument zurück- 
vetührt werden kann. — 
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Analog, wie die angegebenen Werthunterschiede der hyperelliptischen 
Integrale an den Querscehnitten, sind die Werthe der von einem Windungs 
punkte zu einem andern erstreckten Integrale abzuleiten. Interesse haben 
die Werthe derjenigen Integrale, «deren obere und untere Grenzen die 
beiden zu einem und demselben Werthe von x gehörenden Wurzeln z, und 
z, sind. 


. * 
Es ıst: 


I 
I 
2 l: En 
P/ / k\ / / 

YR (z) Er 

l l / 1 1 

plus einem analogen Ausdrucke für [7], also nach den Formeln (XIV. und (NV. 
1 
FE ee dz Be 
P/ -4Ki 
Y‚R(: 


und daher nach den Gleichungen (XT”.) auch 


I 
u 
v HA 
x J y R, (2) I 
Diesem entsprechend wird: 
—— 1 N 
> pr. BR" / [k ra 
P/  vR(z) Su " mL /, [M 
) (?) i J / 
n! | rn . 
- /, (k wi [2 f 4] 
\ 1 
kl 


einem analogen Ausdrucke für |). 


Mit Benutzung der obigen REN (XIV.) bis (XVIlL) folgt: 
a 
fear fin 
Das in er Fläche, also ohne Ueberschreiten der Querschnitte, er 
streckte Integral /, [k ist aber gleich dem Integrale /, [KR], wie sich leicht 


1 
0 l 


daraus ergiebt, dass das Integral, um alle vier Windungspunkte, x, 0, 1. 


Journal für Mathematik Bd. AÄXAXXV. Heft 2. 20 
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erstreckt. zu Null wird: es folgt also: 


.] 


Pf t dx — +4L 


YR(z) 


und daher nach Gleichung (AT) 
I 


"mt dx 
of Bu ei 
“ vR(z) 


Diese beiden letzteren Integrale liefern uns, zusammen mit den un 
mittelbar sich ergebenden: 


4 lz ’ 
Pi ——— = E48 
/  _YR(@) ( 


s s dz ’ 
) 2K—2L. 
W VR,(z) 


vier reelle ganze Integrale. 
Die Determinante derselben ist: 


| 1 
1 i l 


rt 203 ii tt di nn %3d% 
PO ’ er — PO 2 
0 YR(z J YR(z) 0/ VR(z) J VR (z) 


= (23K—2L)4L-(2K-+2L)(—4L) = 16KL, 


oder. wenn man zur Unterscheidung die Variabele des Integrals, dessen 


PR | | . ‚ A 
(srenzen - und — sind. mit z, bezeichnet: 
ni mi 


IE: - (z—2, )dzdz ' 
PO — .  — 16Kl. 
0) J VR,(z)YR,(z,) 


Hiernach wird die gesuchte Darstellung des oben definirten Mittels 
mia, b, e) durch reelle ganze hyperelliptische Integrale leicht erhalten. 


Ws lautete Gleichung (VII) pag. 150: 


| 1 | 
x — ur? E, 
m(a,b,e) n 9. 
terner war (s. Gleiehungen (AT), pag. 147): 
YI+-mvyYi+n vi4-myYi-+n 


P= 


DV 
IV 


0 - 


3 ' - l 
m.nt: Ymn.t. 
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Darnach ergiebt sich also: 


7“ (1 - m)(l n f / / £ z s.)dzdz 


nm (a, b, c) (m n) 3 Mi f 1 . . YR AT R 


Man bestimme nun die bis jetzt beliebig gelassene Uonstante 1 so. «dass 
der Faetor des Doppelintegrals gleich Eins wird. Dann lässt sieh der 
erhaltene Satz so aussprechen: 


Bildel man aus den drei positiven reellen Grössen a,. b,. e,. die der 


Ungleichheit a, >b, > ec, genügen, nach dem Algorithmus 
a,+B5, 
2a,,,; r ( 
2D,.; a,b, +c 
2c,., la,+Vb.)Ve,. 
drei nene Grössen a,;,. Db,.ı. €,., a. s. w.: bezeichnet den Grenzswerth, dem 


sich die Grössen a,, b,, ce, bei wachsendem v nähern. mit ma.b.e und 


setzt ferner für irgend einen Werth des Index v: 


a,+b, /a,+b, 
p, Ya,b,—Va,b, —c;, 
N hab, +Vab, —c 


«also h ’E / 1), definirt weiter k und I! durch die trleichung: N 


kk; t k'k L. I t [I 


und setzt: 


hi em / bi / 
ın | R n 
\ k' !’ h; !' 
A+-m)Ii+n f 
/ 
(mn)° Y,W 

R.(z) = 3(2 —)(z (3-4 (24 | 
/ mni / ni! m 


so ist: 


ai L fa  \ A 
ur $; J YR(z)YR(z 


n(a,,b,,e, 
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Ss. 11. 

Die eben abgeleitete Darstellung des Mittels m(a, b, ec) durch hyper- 
elliptische Integrale und dureh ein Produet der Gaussischen arithmetisch- 
veometrischen Mittel, lässt sieh umgekehrt aus dem allgemeinen Borchardt- 
schen 'T’heoreme ableiten, wenn man die Bedingungen aufsucht, welchen 
die vier Elemente des Mittels genügen müssen, damit die Nullwerthe 
m... M,. m, der ganzen rationalen Funetion, deren Quadratwurzel im Nenner 
unter den hyperelliptischen Integralen steht, die oben angegebene Bedingung 
erfüllen: 

m,.Mm — M;.M, , 
also die Integrale auf elliptische Integrale redueirbar sind. Da man bei 
der Durehführung dieser Rechnung auf einen speciellen Fall geleitet wird. 
in welchem auch ein Mittel aus vier Elementen durch solche von zwei dar- 
gestellt werden kann, so möge sie im Folgenden kurz ausgeführt werden. 

Der Borchardtsche Satz lautet *): 

„Man bilde aus den vier Elementen a, b, e, e durch den Algorithmus: 


da, = a+tb+cHe, 

2b, = Vab-+Yce, 

2c, = Vac+TYbe, 

2e, = Vae+tYbe, 
vier Grössen a,, b,. €,. e,, aus diesen durch den nämlichen Algorithmus wiederum 
vier Grössen a,, b,. ©,, e, ete. in infinitum, dann nähern sich mit wachsendem 
» die vier Grössen a,, b,, e,. e, der nämlichen Grenze g, deren Werth man 


folgendermassen bestimmt: man setze 


u a+b+c+e, 

b= a+rb-c-e, 

( a-b+c-e, 

e = ua—b-—-cHe, 
2b = Jab-+Yce, 2b" = Yab —Yce, 
2c = Vac+TYbe, 2c" = Vat— vb e, 
De = Yae+Ybe, 2e' = Yae—Ybe, 


Monatsberiehte der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 
>. November 1876 pag. 617, und vom Februar 1877. 








K 


AI 
ach’! ec’ e’ 
ua 0, 
A / 
R(z) = z2(2-o, 
dann ist: 
a0 1’ 
(XVIII.) / 


4 


Die drei möglichen Formen, unter 


0, %, &, @&, gleich sein kann dem 
6 — 0, =0 oder 0,0,- 


Besteht die erste Gleichung, so ist: 


ach. .b ee" 
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„ı 


(abecebcehb' ec E 


ac" e’ b’ı { ; 
u 0: 
J j 
0,)(2 — 0,)(3— Q;) 
Di de nf 
' - .. 
dz dz 
YR(z)R(=) 


denen das Produet zweier der Grössen 
Produete der anderen beiden. sind: 


ed oder ao 0,60 V), 


Eee, 


— e, 


oder: 
bb’ 
daraus folgt leicht: 
b 
dann erhält also der obige Algorithmus die Gestalt: 
2a, 
2b, 
2 


Dieser stimmt überein mit dem pag. 125 für das Mittel m(a, b, e 


drC h. 

2 
(Yya+ye)yb, 
Yac+b. 


erhaltenen. 


wenn man b mit ce, b, mit e,. allgemein b, mit e, vertauscht. 
Setzt man nun: 
| | 
0 & 0 Me ’ 
mai mi ni { 
so ergiebt sieh: 
c" c' 
m n 
& d 
Um hieraus Ak und / zu berechnen, sind die Gleichungen (XII. 
pag. 146: 
m—(. I Ba — 
\k' T l’ \h T / 
nach 4% und 7 aufzulösen. Dies ergiebt: 
yn ym yn ym 
k R / . 
vi+nVi-+m vi+nVYi+m 
1—- Ynm 1--Yam 
k= sc Ä 
vi+nvi+m yIi+nYi-+m 
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Man findet dann: 


W: Yac—Vac—b’ N VYac+Vac—b’ 
a--c aA—+cn° at ec fate \ 

Er EN a 
< 2 2 , 


Mit Hülfe der oben abgeleiteten Gleichung (pag. 154): 
l 


l 
4Ai-+m)i-+n) f E m (z—3,)d2dz, I6Kl 
wer — ) , 
(ma)® «1 I Ä VR(s)VR,(z,) 


n 


erhält dann die Borchardtsehe Gleichung die Form: 


n” (mn)? .i” R (mn)®.r Tr 1 7 N | | 
q 41--m)(1-+n) 41--m)(i-+n) 2 M(i,X) 2 M(,? 
! mn)?.t” i | 


g A+mAd-+n Md,A)MAn. 
Nun ist: 


a bb" (ae) | ei: 
= —-: mn)’ ni 
b (de? dc 
(e— ec" )(a—c) 
(1+m)(1-+n) 
(IC 
also wird: 
1 bh 1 1 
g 6b’ <(c—e")(a—c') M(1,K)M(1,v) 
Ferner ergiebt sieh: 
b'’ ya—yt b 
b' ya+ye at « /a-+c r 
2 \ 2 J > 
2 | j I 
bb" are | { a+e\ _p 
h’ 2 I\ 2 
md 
un £ m ‚Aa -+- © [ d C Y 5” 
(a—c)(c—c) r-= YA > —b\; 
Werden in der früheren Definition der Grössen f, y, w \s. pag. 128 


die Buchstaben 5 und e vertauscht, und die Bezeichnungen f, 9. vw unge 


ändert »elassen, so entsteht: 


dc (a-te\ 
a N 


9 = Yac-Yac—b', 


= Yac+lac-—b'‘. 
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und man erhält dann: 


’ ıp 
=, f=3 
/ [ 
und also nach Einsetzung in die obige Gleichung für 
Y) 
ar; | 
’_ MM ya) ul?) 
oder: 
M(f, p)M(f, w) 


| 


d. i. die oben auf rein algebraischem Wege abgeleitete Gleichung (pag. 128). 


g 


Die unsymmetrisch in dem Algorithmus für g, wie in f, g, w auftretende 
(zrösse ist hier mit 5b, oben mit e bezeichnet. — 
Besteht zweitens zwischen den Grössen &, &, %, @ die Gleichung: 


(I X,” U,,.€0, ), 


()* 


so folgt daraus: 


' ! 


aa cc 
und nach vollständiger Durchführung der Rechnung: 


1. Ip u. ab de eb 


e l d 


Aus der dritten Gleichung: 


0,0, — (50, ) 
erglebt sich analog: 
ce = ed 
ind hieraus: 
2 9 bi Ct eb 
f b ( 


Diese beiden letzteren Fälle bedeuten also nieht wesentlich ver 
schiedene Bedingungsgleichungen für die Grössen a, b, e, e. Gleichung (1.) 
seht durch Vertauschung von e und a mit einander in (2.) über. 


-_. 


ls bestehe die Gleichung (2.), so dass, wenn man: 


be . u ce 
fi, v. £ 
2e 2c 0: 2b 
setzt. 
un Zt 
Ad a E v3 re 


wird. also die vier Elemente des Mittels sind: 


P+Yr+s., b, 6, e. 
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Die in dem Borchardtschen Satze vorkommenden Grössen a. b. ©, ®. 


b, ec, e ete. erhalten dann die einfache Darstellung: 


a= IP+Yyy+tYye, 
FE. \ A na 2 
b ii Fa 
\ ‚y 1? \Y+ ei 
a » “ „!? 
N F yı? "Ta } } 
) 
d - + ze €, Mr 
bh b 
b :P+y—s, i 
ee =ö6 
Eis I AI un 
= Beh 1a 
e — pP 
! 
e=ß-Yy-:, 


Wie aus den Formeln des Borchardtschen Satzes ersichtlich ist, sind 
tür b’, ec’, e' die positiven Werthe zu nehmen. Die obigen Grössen sind positiv, 
wenn ?>y>e und >y+e, oder wenn man für b, e, e die Ungleieh- 
heiten voraussetzt: 


b.c 
e_e<b und e - 
b+c 
Setzt man: 
2 = \b"de.ab ce‘ 
ach! cc'e' ace! b’c'c 
OL, a 7 , ou= 
| A A j A 1 
so ist, in Folge des negativen Werthes von e": 
I) 
1 = (-1)}4, 
| 1 1 1 
a,= — Oy; od, mr = Be, 0, == 03. 
a), Ge), au) N 


befreit man die Grenzen der Integrale von der als Factor auftretenden 
vierten Wurzel der negativen Einheit, so ergiebt sich: 


Du ‚ @, i @, ZZ nz 
if dz / dz 
9 YR(z)R(z') 


Dass das Doppelintegral, wie die Gleichung es fordert, einen reellen Werth 
hat, lässt sich so zeigen: 
Nach dem obigen ist: 
I, —m)=ce Cd —-a) = -.ce.2y, 
I (5 — 0,3) = clad—be)= —c.4ye, 
I (u, —a)=chb(cC—a) = —cb‘.2y, 
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daraus folgt: 
0) er (, Ü.. 


Es ist also das Integral zwischen den Grenzen O und e, eomplex. das Integral 


zwisehen den Grenzen eo, und «e, rein imasinär. Wird das erstere in die 
Theile von O0 bis «,. von o, bis o,. von a, bis «@, zerlegt. so hebt es sieh 
in dem Doppelproduete. wie ersichtlich. zum Theil mit dem von «, bis o 


erstreekten Integrale auf, und man erhält dann: 


A a sd \ /" d: / a d: 
8 -t 
! 
\s YR(z) : Riz) | YRi:) 


wet. 0 is @ 
(XIX.) 
h ze ds \ “  dz "@ z.d; 
If J / 
. 'R(z) ‘: 'Riz) . YRiz 
7 X 


Die als Summanden auftretenden Integrale sind nach dem obigen reell 
die Integrale, deren Factor ö ist, sind rein imaeinär. also ist der Werth 
der rechten Seite der Gleichung ein rein reeller. 

Um den Werth der von 3=0 bis z=o, stetig erstreekten hype 
elliptischen Integrale zu erhalten, bestimmen wir zunächst die absoluten 


Werthe der Integrale zwischen je zwei benachbarten Windungspunkten. 


Das Integral, das stetig von 3= 0 an den Windungspunkten «,. 0. 0,5. @&. + N 
vorbei und von —x bis 3=0 zurück erstreckt wird. muss den Werth Null 


haben. und daraus ergeben sich dann die Vorzeichen der Werthe der ein 
zelnen Integrale. 


Setzt man: 


| | l | 
a i 0 i 0 : (1; 
mn! / ni mi 


so ist, in Folge der oben (pag. 147) angegebenen. zu einander gehörenden 
Werthsysteme von z und x und der als positiv angenommenen Werthe de: 
elliptischen Integrale: 


pf' dz — _2K42L: pf dz if dr if dx 
. ‚R(z) . 'R(z) Y) Y‘ 


tr, k) tr.) 


0 “ 1 l 


l"erner ergab sich mit Hülfe der eonstruirten Fläche (pag. 154) (wie übrigens 
auch algebraisch abgeleitet werden kann 
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Pr dz + AL: Pf dz i +f dr + da B 
Ve 7 77 Va Ja / 77) I RE) I RE,” 


nie, 


l 


w”: oe nf 2 ef BE... JRR 
YRiz) +, V/R(k) ur YvNlr,k) 


worin die e, den Werth +1 haben. 
Die Integrale von &a, bis 0. von @; bis &.. von z= —-x bis z=(0. 
sind rein imaginär, unter der Voraussetzung, dass &,, &, @,, @, positiv reelle 
Werthe haben: denn man erhält mit Hülfe der Substitution: 
y-ırh 
kky 
wenn: 


kk+kk = 1, 


die Gleichung: 


+» dx Ss FE: dy Be | 
J YRia,k)  K. Ki; m ): 


| E ya y(t er) | | 


# Ha Dr dx z - / | dy iz, a L( ), 
} Kl, I) | — / 7 \ I \ l 
i | ya yı(d op 


| | 
wenn Wir 7 Tesp. 7, 


auttassen. Frerner ergiebt «die Substitution: 


wie oben 4 resp. /, als Argumente von K resp. ZL 


I—y 
4y — 
kk ' 
die Gleichung: 
4 dx - WORTE In 
/ Bi): | 
Va, k) h k 
| st ET 4 | 
Die Inteerale Kl und ZU, ) sind reell, denn da: 
h \ k' J’ 
l | 
Ol, .. Ei - \ L 
ni mt 
und «@. @, der Voraussetzung nach positiv reell sind, so haben », m negative 
reelle Werthe, also werden nach den Gleichungen (s. pag. 157): 
| ie | 
(yn ym) (yn ym 
kk . II 
(I-+-n)(1-+ m) (1-+-n)(1-+ m) 


kl und 2! negativ reell, also 4%’ und ZT positiv und grösser als Eins. 
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Die Summe sämmtlicher Integrale muss, wenn sie stetig erstreckt 
sind, d.i. so, dass kein Windungspunkt umschlossen wird. Null sein: 


daraus folgt: 


a 2 „/A u 21 I \\ ne 
u ec ir HN) r. 0. 
AG 79 u GI a are 1a ze A) re tr 
also wird: 
£, ri, Il und &: u +1. 


Ks entspricht daher unter der Voraussetzung reeller positiver Werthe 


der &,. ©. @,. @&,. der einen Halbebene der Variablen z. in der Ebene des 


. Pf dz 
YR(z) 


das Innere einer sechsseitigen geschlossenen Figur. deren Seiten. unteı 


Integralwerthes: 


rechtem Winkel sich schneidend, der reellen oder imaginären Axe parallel 


sind. und dargestellt werden dureh: 


>K--21 u TEE TA 7 
KIZITTFAF) 
ir wi ? 
Ki! R ) —; 
R hy er hl er 


unterscheidet sich von dem ersten nur durch das Vorzeichen des vom 
Modul 7 abhängigen elliptischen Integrals. Die sechsseitige Figur in de: 
Ebene », welche der Halbebene in z entspricht. ist also an Inhalt der Figur 
in der Ebene x gleich gross, und man erhält sie aus dieser dureh Drehung 
um 180° um die reelle Axe. 

In Folge der Bestimmung von & = —1 ergiebt sieh als Werth des 
von 3=0 bis z=o, stetig erstreekten Integrals: 

ne u rar 

. YR(z) I h I l 


und es verwandelt sich demnach die Gleiehune (s. p. 160): 


or 
15 


1” E ’a; ’ ’a. k Ad 
= if dz’/ ds ——— 
I gr‘ Rn YR(z)YR(*) 


[A 
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1} 
i 


n die folgende: 


1’ ww mi er Ft 2: 1 ) 
BT BE RL. ei SMCHTM,) 
gg PO h' ar) RN) 
ig Kar Wu it & ( ' 
i .,) I __ N N 
551 2K+2L- 5 K(5)- U) K(,) ri; ); 
a en I zii fin 
5 Kin ! Fü u SS. ( j 4 
y Pe) A) Tr Kr) 
Be eh N] 
ir tar} k ® f L\ l' ) he) k' K (5): [' L( f’ N 
oder: 
7 SS \ Eh m IN\ 
RE EN VERTT A IENT 
q PO ! k' ( k' J ! l' \ 
Die Grössen 4 und 7 sind als Funetionen der Elemente, 5b, e, e des 
Mittels zu bereehnen: Mit Hülfe der Gleiehuneen (pas. 161): 
ie) tee) 
1 ach! 1 cc’ e' 
CL, Sn G, ee 2 
mni | ! A 
1 ace! 1 cb’ ec’ 
gt, = — (1, u — 
; ni A mi 2 
erhält man: 
e! e! 
n _ m nn 
a b' 
Die Relationen: 
2.2 (I-— Ynm)' - (1 nm)’ Ei 
kk nn —— , fi =- . (8 par. 197). 
"Ss (1-+-n)(1-+-m) (1--n)(1-+ m) pas 
ergeben dann, wenn wir setzen: 
in un er ss 
PP pp 
und die Gleichungen: 
a=B+y+s, b=P+Yy-5 e=P-y+s., e=P-y-—: (s. pag. 160 
benutzen: 
p=3; u=V(P+yVY —-E-V(P-yY—E; 
s=V(P+Yy) -EH+VNP-Y-—E. 
Andererseits Ist: 
ni 1 rt 
I. 


"VD 
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F ı n p | 
h K\ in) > " - De W 2 = as pp 
M(1, y1— 5) M(1, yi — ) 
Ai l 
M(u,VYuu pp) ' 
EN. = BB | “ pP | 
Se v(1 TR He M(1, yyı— PP) 
| lt / % | Ss ) 
re l 
u Si M(s, Vss— pp) 


worin M, wie oben, ein arithmetisch-geometrisches Mittel bedeutet. 


.. nd hd E| . ne nt . x 
Darnach erhält die obige Gleichung für die Gestalt: 
g 


n Ss pp A | | l l 
m . 71 ' ' + . : 
g PO 4 'M(p.s) M(uw) © M(p,u) M(s,s)) 
wenn: 
Wu = uu—pp, SS =SSs—pp. 


Die Grössen P, Q waren durch die Gleichungen bestimmt: 


vi+-nvYi--m v4 nVi-H- m £ 
Pr=3 m Gaf: (page. 154). 
n.m,T: Ynm.ft: 
Mit Hülfe von: 
c' e' cc'e' | | ETF 
n: En 5 -. 4 ab’ c e.b ce 
a b J ! 


erhält man nach möglichster Reduction: 


| be | | | 
PO Ic (a— c')\(b'— e') 12, 4p 


Darnach wird also: 
| 0, 04 N I 


y 2 M(p,s) Mia) " Mp,u) Mas)’ 
Durch die obigen Gleichungen für p, s, «, aus denen sieh mit Hülfe 


der Identitäten: 


(BA v)—-Ee)(P-y)— €) =iy+e —/D (y—e) - [3° (&+ß9 Y e—/) Y 
die folgenden ergeben: 

! 2 ? > , > ’ ) ? 22 

«= 1" —-(Y-) - IP —-Y+N, s=V—-(Y-E+VB -(Yri 


ist die Abhängigkeit der Elemente der Gaussischen Mittel von denen des 
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Mittels 


nach 


also wird: 


aus denen in Folge von: 


sich ergiebt: 


die Gleichung besteht: 


und die Ungleichheiten: 





b, e. e autzulösen: 


zwischen den 


’) 


be 


») 


2p ' 


=e 
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vier Elementen bestimmt. Diese Gleichungen sind umgekehrt 


p s’u 
is Pa - .- 
‘ 2 2» 
be ce 
Mr - & 
‘ 2Cc 2b 


YsuYs'u' — 
8 Isa. 
p 


Man erhält daher den Satz: 


Elementen a. b. ce, e des Borchardtschen Mittels 


2a = 


e“ 


be be ce 
ur: \B h 
be 
C b 
> 


gelten. so lässt sich das Mittel g aus vier Elementen auf Mittel aus zwei, 


ebenfalls reellen Elementen 


vorn: 


» 


u>) 
- 


au 


zurückführen, und zwar ist: 


| 


t'M(p,s)M(u,u) © M(p,w)M(s, s’) ) 


-DPp, SS =SS- pp: 


Die gegenseitige Abhängigkeit zwischen p, s, u, und b, ce, e wird durch die 


(leichungen bestimmt: 


YsuYs’u 


be 


2e 


be 


ce 


2h 





In, 
P=4s 
= V(P+YyV—E-VP-PN-E, 


s=V(P+ N" -EHNMP-Y—E, 
' „ \2 Ar | ! \2 
u = VY"-y-)—-V- YO, 


_?_ = IP (y-E)+ VR—(y+te). 





K. Schering, arithmetisch-geometrisches Mittel aus vier Elementen 167 


Wie schon die Form der Bedingungsgleichung zwischen a, b, ec, « 
zeigt, besteht dieselbe nicht für die Elemente der folgenden Stufen des 
Algorithmus, da sich « demselben Grenzwerthe nähern muss wie b, e, e. 

Es möge erlaubt sein, ein zu den obigen Gleichungen vollständige 
berechnetes Beispiel. in seinen Resultaten mitzutheilen. 

(segeben: 

Bei ee 
Daraus erhält man: 
“= 5230 2=20 „= 2.W418l... s = 7.983312... 
” = 0,129390... s = 7,728727 
M(p,s) = 4,479887... Me(u, «) = 0,762323.. 
Mi p, u) 2.002089... Mis, s’) 1.SDI4... 


1 _ 
() YDN a . A) () 27892 
M(p,s)M (u, w' 2 X M(p,u)Mis, s VOII... 
2 1 M(p,s)M(uwW)  M(p,u)M(s,s) N ‚36400... 


Die direete Berechnung von g nach dem Algorithmus des Mittels aus vieı 
Klementen ergab den angenäherten Werth: 
1 
4 
Kine nähere Betrachtung des Ausdrucks in der eben abeeleiteten Formel 


— ),396401.... 


für i zeigt, dass dieser, als Funetion der drei Argumente p, s, « ange- 
sehen. ebenfalls demselben Grenzwerthe sich nähert, wenn in den Mitteln 
M die Argumente nicht nach dem Gaussischen Algorithmus geändert werden. 
sondern den oben (pag. 117) angegebenen befolgen. Für welche Aus- 


drücke überhaupt beide Algorithmen denselben Werth liefern, ergeben die im 


u 
Felcenden abgeleiteten helationen, welche zwischen den »t°% Gliedern der 
selben bestehen. Mit Beibehaltung der oben (pag. 123) angewandten Be 
zeichnung ist: 
’ ( h f 1 g / ıy Zu 
i=/Yp.v, = ip ® eYTr MER 


- 





und wenn die grossen Buchstaben F,(y). P, die Glieder des aus den Grössen 


F,=f, P,=g abgeleiteten Gaxssischen Algorithmus bezeichnen: 


F(y)=Yy.f, ®: 4 2 Tan .' 7 “ ‚ PP =» »—F,(y).F,(y 


so wird also: 


U 


fı = F(p)-} j 


Q, = P.| 2 G Pf 2 
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Seien allgemein bis zu den (»—1) Gliedern die Gleichungen nachgewiesen : 


/ı 2 w, 


0. =P ei m: 


w, 


f, ‚=® Y; m f,' 


in den Produeten sind für » = 0 die Elemente w, f selbst zu setzen). 
Ks soll das Bestehen dieser Gleichungen für die „ten Glieder des 


Algorithmus gezeigt werden: es ist der Definition nach 


r p f l T f v1] ww, 1 f N nt f l w, |} 
| RE im w ([f,: ; - E 0, - - Ri 
f Paz 19 2 Sr, 2 IT 
i - $D, - F,-ı(p ei 
F,(y) -YBb, HF (p). Dh b ııp Be 5 ııp 


also ist nach der Voraussetzung (1.): 
de N 
= Yw-VP,-\VY MM 7 
af 
Die erste der Gleichungen (1.) können wir in die Form setzen: 
F,_(@ ” 
| ö ) = Be rvi 
Fi l H ? 
da für alle Quadratwurzeln hier immer der positive Werth zu nehmen ist. 
Die Multiplieation der beiden letzten Gleichungen ergiebt: 


rm) 


[ 


f \F (p)VYP, | 7 | n" = F,(p)] AM 


Unmittelbar tolgt: 


D,-ı+ F.-1(p an ap, 
\Y >} | II . ah | I > “ 
-) 2 v0 | / 
wi 
IL Bu-R ip) rw any, 
lo, = | I ; P,, | Be, 
" Ze! E . 
so dass: 
>) Pi D, 
553 - - 
A F.\4) 
wird. Analog würde sich ergeben, wenn: 
1, Ei 3 4 l DD, nn ı - $ 7 = 
ee ee, „year 
1 2 I» I 2 ? f 


Ö, Ö, - v, v, : A 9 


und: 








vr 


u 


* 
m 
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allgemein: 


F d y j w j- (ıatı 
F,(w) y P, F, PP), p — Pu l ı(U% 


\ 


IV 


ist. dass die Gleichungen bestehen: 


—1 


(4.) fi u F, (w) ö . n P w, u r ’ ’ m l Yf N 1 m bi | ’ 1 i P 
v 0 f; V ‚ f} ) f 
woraus sich ergiebt: 
u; ıD, ww 
.) A Flw) 


so dass also in Folge von (3.) und (5.) die Gleichungen (2.) und (4.) aueh 


in folgender Form geschrieben werden können: 
n—1 U yv=n—I w pn W 


N er F ” Ti ) u j an > 
j „(p) | A Fo)’ 9,=®%, | 1 F,(w)' eu. | Lu F,(w)' 
. u" f n—I «D | i jv=n 1 $D v—-n—l $D 
— F FL. s = I — p 1 ’ En ze ) 
AeRWY DOES tr my DE Te 1. 


(6.) 


F,(g 
wenn: 

F,(y au [= F,(w). 
ist. Die beiden Darstellungen für f, ergeben: 
1 D, vi, 

F,(w) „u F,(w) F,(p) EL F,(g) 

also einen Ausdruck, der von dem zweiten Elemente des Mittels. nämlich 
p, resp. w ganz unabhängig ist. Setzen wir 9=f, so erhält die 

h 3 . 1 . i 
rechte Seite der Gleichung den Werth: x und es entsteht unmittelbar die 
bekannte Formel: 

F Ya — 
„Ww) — / II .qn * 
vo F, (%) 

Führen wir dieses, resp. das analoge des F,(y) in die Gleichungen (6.) ein. 
so erhalten diese die schliesslichen Formen: 


-F, D,„.F,.(w) D.F ) 

f, > FC) ‚(W) 7 Ak D,„.F (Y) rule P, Fu(p 
f f f 
> g v 

O, — In. Fa) i 0, . 2722 F,(p) 
[ f 


Hieraus folgt unmittelbar: 
M(F,(p), D.) __ M(fn» Pu) M(F,(w), %,)  Mifu, w.) 

M(®,,P)  Mi(9.,0,) MW,2)  Mi(w,,o,) ' 

und da bekanntlich: 
M(g,e) = M(#,,P,).2", 

ist, so wird: | 
MP, MEW _ A IMG, 94) Mt) 
M(9,0)  M(w, 0) 2" 1M(@,0n) My, 0.) 
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Oben (pag. 128) war abgeleitet: 


MEOMGO) _ Me Pd Mlha, 
f f 
Die Division dieser beiden Gleichungen ergiebt: 


f! ı BE h E.. f» AN 1 4 — a Ä . 
IM(Ew)M(p0) © Ml&p)M@wo)) 2" IM(fuwn)M(pm0n)  Mlfm m) M(w.,0,)' 


Die linke Seite dieser Gleichung ist aber, wenn wir 


[=Pp, 
v=S, G=$, 
y=u Her 


setzen, abgesehen vom Factor 4, genau gleich dem in der obigen Formel 
(pag. 166) vorkommenden Ausdrucke, und es ist also hierdurch, auch mit | 
Hülfe der T'heorie des Mittels aus zwei Elementen, gezeigt, dass jener Aus- 
druck bei der Aenderung der Argumente nach einem dreigliedrigen Algorith- | | 


mus seinen Werth nicht ändert. | 
Anmerkung. Analog, wie sich nach dem früher Abgeleiteten aus | 
einem Produete zweier Gaussischen Mittel eine Function dreier Argumente | 


bilden lässt, deren Werth ungeändert bleibt, wenn die Argumente nach 


einem bestimmten Algorithmus sich ändern, so kann man durch das Pro- 
duet von A. G. Mitteln eine Funetion von mehr als drei Argumenten dar- | 
stellen, die ebenfalls jene Eigenschaft besitzt. ( 

( 


Göttingen, im October 1877. 


TV. 
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Ueber Minimalflächen. 
Zweite Abhandlung *). 


(Von Herrn L. Kiepert in Darmstadt.) 


Es sollen die Formeln der Abhandlung I (dieses ‚Journal Bd. 81 
S. 337 — 348) zunächst benutzt werden für die Untersuchung zweier speeieller 
Schaaren von Minimalflächen, die Herr Schwarz in seiner Abhandlung „Fort- 
gesetzte Untersuchungen über Minimalflächen“ (Monatsberichte der Berliner 
Akademie 1872 S. 25 und 26) die ‚„Ennepersche Flächenschaar" und die 
„Scherksche Flächenschaar“ nennt. Diese Flächen erscheinen besonders 
dadurch interessant, dass sie in mehrfacher Beziehung zu den elliptischen 
Funectionen stehen. Es lassen sich die Coordinaten eines Flächenpunktes 
ziemlich einfach durch elliptische Funetionen zweier Veränderlichen & und > 
darstellen, so dass man für constante Werthe von Ss oder von n die 
Krümmungslinien auf der Enneperschen Flächenschaar und die Asymptoten- 
linien auf der Scherkschen Flächenschaar erhält. 

Kbenso liefern eonstante Werthe von S+n oder von S—-n die 
Asymptotenlinien auf der Enzeperschen Flächenschaar und die Krümmungs- 
linien auf der Scherkschen Flächenschaar. Durch passende Anwendung 
des Additionstheorems können dann die Projeetionen dieser Uurven auf die 
Coordinatenebenen analytisch dargestellt werden. 

Ferner enthalten diese Flächen vier Uurvenschaaren, bei denen der 
Bogen ein elliptisches Integral erster Gattung ist, dessen obere Grenze 
eine einfache geometrische Bedeutung hat. Bei der Enneperschen Flächen- 
schaar sind zwei dieser Curvenschaaren eben, und die Amplitude des ellip- 
tischen Integrals ist die z-Coordinate von dem Endpunkt des Uurvenbogens. 
Die beiden anderen Uurvenschaaren sind mit den Krümmungslinien identisch. 
Eintsprechendes gilt von der Scherkschen Flächenschaar. 

*) Einer Mittheilung von befreundeter Seite verdanke ich die Bemerkung, dass 
die in $.S meiner ersten Abhandlung über Minimalflächen (dieses Journal Bd. S1 8. 344) 
unter einer gewissen Voraussetzung ausgeführte Integration der Differentialgleichung 
für die kürzesten Linien nicht einen so allgemeinen Fall umfasst, wie ich früher ge- 
glaubt habe. Der an jener Stelle behandelte Fall bezieht sich nur auf diejenigen 
Minimalfläehen, die stetig in sich selbst verbiegbar sind. Vergl. „Miscellen aus dem 
Gebiete der Minimalflächen“ von H. A. Schwarz (dieses Journal Bd. 80 8. 296). 


Auf Seite 344 der erwähnten Abhandlung Zeile 2 ist das Wort „symmetrische“ 
zu streichen. 


22” 
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Auch der Zusammenhang der Flächen mit ihren Krümmungsmittel- 
punktsflächen ist merkwürdig, denn jeder ebenen Curve auf der Enneper- 
schen Flächenschaar, deren Ebene einer Coordinatenebene parallel ist, ent- 
sprechen auf der zugehörigen Krümmungsmittelpunktsfläche zwei Curven 








5 
in parallelen Ebenen. 
8.1 | 
Fs sei ( 
sin( n ) ‚cos ( . ) ec s( . ) sin ER ) d 
Ss — ? ? > IS - h ( - A 4 
(1 ) Ü = < Ü — en . V un - Ph V =» . . | 
Au I Au ’ Av ! Iv ? v 
wo 
(Su) = 1- k’sin’u = cos’u+ k”sin’u = k"+ k’cos’u 
und 
R+k?=|1 
ist. Dies giebt 
! ö k e ei — cos u du — (C08v dv 
2dz = (U U) du+(V’+V?)d = - ——— - nn 
\ x ns ir ah) 1— k’sin’u 1 — k’sin’o ’ 
| zur en — idu idv 
2)  (2dy = -i(U’-V) du-i(V’—V})de = | 
(2.) Zay = | ‚\dau—ı' ) de — — i 
Ä I \ ‘  1-Kk’sin’u 1 — k’sin’® 
Eu sina du sınv do 
2dz = iUU, du— 2iVV,de = a en & 
\ I— k’sin’u ' I—k’sin®o ’ 
oder 
1 — ksinu I ksin® 
4kz = | = )+! — ) 
\ \4+ksinu ( 1-- ksin® 


4 


> Ah’ eosu —ih'sinu\ , ‚/ eosp +iKh'sinv® 
(9.) "y m.“ yn ge wer rpm 

| \ cosu + ik’ sınu cosp —ik'sını 
‚W+ ERBEN 1 k'—ikeosv ) f 


li it 
\p -ikeosu N" -tkcosv 


Pe 
Mit Benutzung der hyperbolischen Funetionen *) wird daher 


Die hyperbolischen Funetionen werden bekanntlich definirt dureh die Gleiehunzen 
e" te” eu — eo Sh u 
Chu ‚sh ‚“"T=<—— 
2 2 Chu 
Daraus folgen die Formeln: 
Ch’a — Sh’u =1, 


(Chu + Sha)” — Ch(mu) -+Sh(mu), (Chu— Shu)" = Ch(mu) — Sh(mu), 
dChu dShu 
— Shu, — Chu, 
du du 
Sh(u-+®) = ShuCher + ChuShe, 
Ch(u+») = ChuChe + Shu>Sho, q 


Sh(2u) = 2ShuChu, 
Ch (2u) = Ch’u + Sh’u = 1-+ 25h’u = 2Ch’u—1, 
2Sh’u = Chu) —1, 2Ch’u = Ch(2u) +1. 
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AudeCh(2ka&) = 14 Asinasine, 


(4) / AudeCh(2ky) = cosucose + k’sinasine, 
Audvcos(2kk'z) = kK’— k’cosucose; 
also 
5.)  APCh(2kr) — Ch (2k’y)— cos (2kk'z) —= O0. 


Dies ist die Gleichung der Enneperschen Flächenschaar (Verg]. Nachrichten 
der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 1867 S. 297). Schon 
aus der Gleichung folgt, dass die Flächen sich periodisch wiederholen, 


7T RR 
wenn z um — wächst. Auch in 


7 jezug auf z und y giebt es Perioden 
ui | u) s . e Eee 
> Tesp. diese sind aber imaginär. 
ı 
58: 
Die Ossian-Bonnetschen Biegungsflächen erhalten wir, indem wir setzen 
u fu\ a er 
I sin( 5 ) R cos ( =) 3 cos( 5 ) | sin( 5 ) 
6. — ‚ DU: : We TE /7 | 
nn) Au Ju Iv Iv 
also 
72 1 7 | a Tu du | dv 
2dz = (U’+U,)du+(V’+V)de = A N FE 
1— k"sın'u 1— k’sin’v 
‘IT? 7? :/vV? ? ıcosu du tcosv de 
Pdı — — i(U’- U’\du—i(} — Vı)do . .? sin? F 1 
1 — k’sin’u I — k’sin’v 
Sa PERL: isinudu _ isinede 
2dz — iUU, du— 2iVV,de = nn 


I— k’sin’u ' 1—ksin’o 
folglich ist 


.„f eosu— tk'sinu\ , .‚/ eose — ik'sin® 
4kz = il Mess r er r 
\ \ cosu + ık'sınu / cos® +ih'sino / 
2 I+ksinu\ , .'„/i1-—ksino \ 
(7.) | > 1 we hi | R. 
Riet \ 1 — ksinu  1--ksino / 





\ 
) 


’ k' hi; OS k’ fi OS 
Fa er er Ya „ES 


\k' Likeosu / ı K' ikeosn / 


Dies giebt 


(Au (Av) cos(2k ac +2ky) = (cosucose — k"sinusine) 1— A’sinasine 


+ ikk' sin 'a-+ e)/sina—sin®), 
also 


1+cos(2k er —2hy) A +hkÜcosucosn — 


ıkk’ (cos u — Ccosev) 


1 + cos(2k'r + 2ky) k'? + k’cosucoso + ikk’ (cosu — cosr) 
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cos (k’x — hy) £an 
’ = e 
, cos (k’c + ky) 


(8.) 


Dies ist aber die Gleichung der Scherkschen Flächenschaar *). Sie 
lässt sich noch auf eine einfachere Form bringen, wenn wir in der zy-Ebene 
die beiden Geraden zu ÜCoordinatenaxen wählen, die mit der y-Axe den 
Winkel « bilden, wo sin@«=%k und eos@e= %' ist, dann wird 


kct+ky=2kk'y, Kce—khy=2kke, 2=2, 
oder wenn wir 
x statt 2kk’r, y statt 2kk'y', 3 statt 2kk'z' 


setzen, wodurch die Verhältnisse der Coordinaten zu einander nicht geändert 
werden, so ist die Gleichung der Flächenschaar 
(8°. COST = ECOSy. 
Man kann sich von dem Aussehen dieser Flächenschaar leicht eine 
Vorstellung machen, denn es ist 
z = l(cose) —l(cosy), 
und daraus folgt, dass alle Schnitte parallel zur zz-Ebene und parallel zur 
yz-Kbene einander eongruente Curven sind. Schneidet man diese Curven 
aus Cartonpapier aus und fügt sie passend in einander, so erhält man ein 
Modell der Seherkschen Flächenschaar, und zwar für alle Flächen der Schaar, 
weil man noch den Winkel 2«, den die Ebenen der ausgeschnittenen Curven 
mit einander bilden. ganz beliebig wählen kann; man muss nur das Modell 
so stellen, dass die Neigung der Schnittebenen 2 ist **). 
Die Flächen sind zweifach periodisch, denn man kann die Coordi- 
naten x und y eines Flächenpunktes um beliebige Vielfache von 27 ver- 
mehren und erhält wieder einen Flächenpunkt. Für 3=0 wird 


cosz = cosy, also +2+2mn = +y+ 2nn. 


*) Vergl. die Preisschrift von Herrn Scherk: De proprietate superficiei, quae 
eontinetur aequatione (1 +g’)r — 2pgs+(1-+-p’)!=0, Acta Societatis Jablonovianae 
1332, vol. IV, fase. II., pag. 205—280, und dieses Journal, Bd. 13, S. 185—208. 

Ausserdem ist zu vergleichen Plateau, Statique experimentale et theorique des 
liquides soumis aux seules forces mol&ceulaires. Paris, London, Gent und Leipzig 1875. 
Bd. 1, 5. 221—237. 

##*) Dieses Modell liefert die Gosohorskysche Hofbuchhandiung in Breslau unter 

dem Titel: „Modell der Scherkschen Minimalflächenschaar.“ 
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Es liegt daher in der xzy-Ebene ein ganzes Netz von geraden Linien, die 
den ursprünglichen Goordinaten parallel sind. 


zı rı 
+2mn, y=+ + nr 

2 I . Yy Bu 2 4 

wird z ganz beliebig, es giebt also auch zweifach unendlich viele Gerade 


Für ceose=0, cosy=0, also für = + 


auf der Fläche, die auf der zy-Ebene senkrecht stehen. 


$. 3. 

Ebenso wollen wir auch die Gleichung der Enneperschen Flächen- 
schaar transformiren, indem wir in der zy-Ebene die beiden Geraden zu 
Axen wählen, die mit der z-Axe den Winkel « bilden. und dann bei den 
neuen Coordinaten den Factor 2kk’ fortlassen. Dies erreichen wir. indem 
wir y—zx statt 2ka, y+zx statt 2k’y und z statt 2kk’z in die Gleichung (5. 
substituiren, und erhalten dann 


sw 


(9%)  e0os2@«ChzChy—ShrzShy—cosz = (. 

(seben wir jetzt y einen constanten Werth ec, so erhalten wir einen Schnitt 
parallel zur z3-Ebene. Die Gleichung dieser Schnitteurve wird dann in 
rechtwinkligen Coordinaten 


9.) e0os2«e Chxz- 2 Shr—Aeosz — (0, 
wenn 
\ l \ A N N 
Che=—, She=-—, also +0” =1 
7 j 
ist. Dies giebt 
R . dz' 
(10.) de’+dz = PL 
l or sin’ z 
AR’ h° 
Der Bogen dieser Schnitteurven ist also ein elliptisches Integral 
’ a i ). 
erster Gattung, dessen Amplitude gleich 3, und dessen Modul gleich 2hh’ 


ist. Dasselbe gilt von den Schnittcurven parallel zur yz-Kbene. 
Es giebt also auf den Enneperschen Minimalflächen zwei Schaaren 
von ebenen Curven, deren Bogen ein elliptisches Integral erster Gattung ist, 


wobei die obere Grenze eine sehr einfache geometrische Bedeutung hat. 
Auch diese Minimalflächen kann man leicht modelliren, indem man 


die soeben besprochenen Curven in Cartonpapier ausschneidet und passend 
in einander fügt. Hier stellt aber jedes Modell nur eine einzige Minimal- 
fläche dar, je nachdem der Werth von « gewählt ist. Der einfachste Fall 
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ist © =45', dann erhalten wir die Minimalfläche 
(11.) Shz>Shy-+cosz = (0, 
welche Herr Schwarz die Scherk-Van der Mensbrugghesche Fläche genannt 
hat, und deren Modell gleichfalls vom Verfasser angefertigt wurde.*) 
Die durch Gleichung (9.) dargestellten Schnitteurven haben noch 
die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass ihre Krümmungen für alle Punkte. 


. " 4 
die zu demselben Werthe von z gehören, dem Modul des durch Glei- 


2kk’ 
chung (10.) bestimmten elliptischen Integrals proportional sind, denn es ist 
1 7 
(12.) == - 6082. 
| ) 0 Ze 


Da bei der Biegung der Flächen die Bogenlänge nicht geändert wird, so 
versteht es sich von selbst, dass diesen Curven auch auf den Scherkschen 
Minimalflächen Curven entsprechen, deren Bogen ein elliptisches Integral 
erster Gattung ist, wobei dann wieder die obere Grenze eine einfache Function 
der Coordinaten von dem Endpunkte des Bogens ist. 


$. 4. 
Die Differentialgleichung der Krümmungslinien ist nach Abhandlung 1. 
Gleichung (18.) 
Kdu’' = Ldv‘. 
Bei den Exneperschen Minimalflächen ist aber 
—1 


2(1— k’sin’e) ' 


a 
-UU-UU= =; L=VV-VV = 
K=L, 2 (1— k’sın u) ’ ' 
also haben wir hier für die Krümmungslinien 
du dv 
——-r rar 
y1—k’sin’u yl—k’sin’v 


Wenn wir daher das elliptische Integral erster Gattung 


n du ran 
/ a s+m, 


/, yl—k’sin’u 
oder 

(13.) u —= am(S-+ in) 
setzen, so haben die beiden Schaaren der Krümmungslinien bezüglich die 
Gleichungen 

4). 96 fo, 


*) Dieses Modell liefert die G@osohorskysche Hofbuchhandlung in Breslau unter 
dem Titel: „Modell der Scherk-Van der Mensbruggheschen Minimalfläche.“ 
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Wir führen deshalb die Grössen 5 und 7 als unabhängige Veränderliche 
ein, indem wir in den Gleichungen (3.) 





u=am(S+in, e=am(S-—in) 
setzen, dann erhalten wir durch passende Anwendung des Additionstheorems 
der elliptischen Functionen 
i Jamin — ksinam £cosam ıy 
er : —, 
' Jam in —-ksinam£cosamin 
Adam &£cosam in — ihk'sinamin 


(15.) er 2 2 — 
Aam&£cosam in -- il’ sinamin 


.% k"— k’cos’am&cos’amier 
ah u —— : 
k'+k"cos am&cos’amin 


Il 
| 


Die Uebereinstimmung dieser Formeln mit den von Herrn Enneper 
(a.2.0.) gegebenen findet man, wenn man & um K und 7 um K’ vermehrt. 
Noch einfacher aber werden die Formeln, wenn man beachtet, dass 


i isınam(n, k') 1 
sinam (in, k) = — cosam (in, k) = - 
cosamı (7, k') cosamı(n,} 
I Iam(n, 1) 
IJam(in,k) = r 
RE cosam(n, k') 


ist, dann wird, wenn wir der Kürze wegen 


am(5, A)=a, am(n,k)=b 


setzen, 
gie _ Ab—ksin a ger — JIa- h'sin b cos (2kk'z) r h“ cos b k"eos’a 
Ab-+-ksiına Ada — k'sinb ? in k'"eos’b -+k’cos’a 
eve Ch(kx) = Jam(n, RK), oSh(kxr) = —ksinam($, k). 
. we Ch(k'y) = Jam(s, k). vo >Shiky) = ksinam(n, #”), 
( .) 


|" cos (kk'z) = kKecosam(n, k'), wsin(kk'z) = keosam(£, K). 


) 


vo = 1—Kksin’am(S, k)—k"sin’am(n, 4"). 
Daraus folgt 


Jam(S, k) Ze Ch (k'y) 
. \ keosam(&,%k)  sin(kk'z) 


(17.) 


It am(n,k') = 


Sh(kr) dam(&,%)  Chlk'y 


‚—tgam(5,k) = ——, — im el, 
| sin(kk's) " ksinam(&,k) Shfkr 


Sh(k'y) Jam(n,kK)  Ch(kx) Jam(n,k)  Chi(kr) 
cos(kk'z) ? k'eosam(m,i')  cos(kk's) ’ k'sinam(n Ak) Sh(k'y) 

Für constante Werthe von $ resp. 7 geben diese Gleichungen un- 
mittelbar die Projeetionen der beiden Schaaren von Krümmungslinien aui 
die drei Coordinatenebenen. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 2. 23 
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S.D. 


Bei den Scherkschen Minimalflächen haben wir 
u=am(S+in), ve=am(S—in) 
in die Gleichungen (7.) einzusetzen und erhalten mit Benutzung des Ad- 


ditionstheorems 


\ wcos(k'x) = cosam ($,k) Jam (n,k'), wsin (k’x) = k'sinam (£, k)ecosam (n,K"\, 


(18.)| weos(ky)= Jam(£, k)cosam (n,k'), wsin(ky) = —keosam ($, k)sinam (n, k'\, 
'wUh(kk'z) = Jam (S, k)dam(n, k'), wSh(kk'z) = —kk'sinam/£, k)sinam (n, k'\. 


Aus diesen Gleichungen kann man leichter als aus den Gleichungen (7.) die 
(rleiehung der Flächen herleiten, denn es wird 
wcos(kxc+ky) = cosacosb[4a Jb + kk'sinasinb] = cosacosb.w.e*"”, 
also 
cos(khz— hy) ee“ 
cos(kz+iy)  etk:? 
ein Resultat, das mit Gleichung (8.) übereinstimmt. 

Den Krümmungslinien auf den Enneperschen Minimalflächen ent- 
sprechen die Asymptotenlinien auf den Scherkschen Minimalflächen; wir 
erhalten daher die Projeetionen dieser Linien auf die drei Coordinatenebenen 
aus den Gleichungen (18.) folgendermaassen dargestellt: 


ug Sh(kl’z)  cosam($,k) cos(k'.r) sinam(£,%) sin (k’.r) 
Or & | — - — u - - 2 - : 
(9 \ BEUA,N k'sin(ky) ’  Jam(£,k) Ch(kk'z2) ? Jam(E&,k) k'cos(ky) 
un eosam(n,k') eos(hı j — Sh(kk'z sinam(n.k’ — sın(k 
ı(m,k) eos(hy) tgam (7, k'): (kh'z) (n,k') sin(ky) 


Aam(n,k) ° Chi(kk'z) — ksin(h’z) ’ Aam(n,k)  keos(k'e) 


und zwar ist für die Curven der einen Schaar £ eonstant und für die der 
andern Schaar ist 7 eonstant. 


8. 6. 

Den Asymptotenlinien auf den Enreperschen Minimalflächen und des- 
halb auch den Krümmungslinien auf den Scherkschen Minimalflächen ent- 
sprechen in der £n-Ebene die Geraden 


i—-n=e und S+n= ce. 


Diese Curven wollen wir für den Fall bestimmen, dass « = 45’, also 
k—= 4 = y4 ist, weil dann die complexe Multiplieation der elliptischen 









u 


> 
b 


r7/ 


0 
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9 
Funetionen für die Bildung von 
sinam(SFn), cosam($Ffn), Jam($Fr 
anwendbar ist. 
Aus der Enneperschen Flächenschaar erhalten wir dann die Scherk- 
Yan der Mensbrugghesche Fläche 
Ch(z172)—-Ch(yY2) = 2e0sz, 
oder nach Transformation der Coordinaten 
ShrShy+cosz = 0, 
und aus der Scherkschen Flächenschaar die Fläche 
we. 
cos(* 
v2 
+ y 
v2) 
die Herr Schwarz (a. 0.0.) die Scherk-Plateausche Fläche nennt. 
Aus den Gleichungen (16.) folgt zunächst für die Scherk-Van der 
Mensbrugghesche Fläche, wenn wir sogleich die transformirten Coordinaten 


-zue oder COST = E’COS Y. 


benutzen, 

5 ar (Y—&C ıfy+z\ 
‚'smams=—w)] 2Sh(? 2 . smamn=w)| 2Sh(? =); 
eosam& = wY2sin( cosamn = wV2cos(- ) 

(20) . ‘2 ua u Ti 

de IT 2. 0/9 -2\ 
Jams=wt h( Eh Jaumn = wi h( 3): 
| vw = 1—-!sin’amS—}sin’amn, 

oder 


1 / ' { / a I) \ 
= ı [Chy—a)+Ch(y+zr)])=ChrChy. 
Nun ist aber bekanntlich 
a +7 cosam &cosamn--sinam&fsinamndam&damn 
cosami(sr? = - u ee Ze - 
21.) BREEN 1— 4 sin’am&sin’am 
i u’; Jam&damn++!sinam&sinamneosam£eosamnr 
Idam(Stn) = - : —— 
fh 1— ! sin'am£&sin’am 


oder wenn wir die Gleichungen (20.) beachten, 


sinzChrChy+3(Ch’y— Ch’) 


eosam(stn) = Era | | 
\ am(stn Ch’rCh’y— !(Chy— Chr) 


'ChzChy(Chxz -+ Chy)+4sins(Chy— Chr 
i Un: yılha IyıTr»sınz (Chy 17 

Ti > ı == = A A 

| 4m Ch’zCh’y— 4(Chy— Ch)’ 


II 5 
>3 
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Diese beiden Gleichungen geben schon für eonstante Werthe von $+n die 
beiden Schaaren von Asymptotenlinien. Ihre Projeetionen auf die drei 
(‘oordinatenebenen sind 
ecosam(s+tn(Chy—Chz)F24am(S+n)ChrChy+(Chr+Chy) = 0, 
(23.) ? [eosam(Sstn)F1](+Ch’y—sinz)+24dam(S+n)Chy(1F sing) = 0, 
‘ [eosam(Ss+tn)+1](+Ch’z+sins)—24dam(S+n)Chz(1+sinz) = (0. 
Für die Scherk-Plateausche Fläche erhalten wir aus den Gleichungen (18.), 
wenn wir auch hier sogleich die transformirten Coordinaten benutzen, 


sinamssinamn = —2w Sh( >): 


= w(COS.r — CoSy) 
cosamscosamn u u 


- }) 
(3) 
(24) \{ ‘2 
| a 
Jamsdamn = vCh(,.), 
I eos’z-+ cos’y —cos’rcos’y 
WW COST COSYy 


Tragen wir dies in die Gleichungen (21.) ein, so wird 


SE NESINR. URN: +sh(7 > -) (e0s’ x — 008° vw 
cosam(stn) = - Tr EIEEEEEIEREEREIEEEETTEEEETER 
2w Sh(z Jı: 1 (cos2 + cosy)’ — cos’rcos’y) 





eos’xr — cos’y+ Z0Sh( - Jeoszeosy(eosz — (08y) 
dam($+tn) = —— 


4. Sh () 4 (082 + cosy)’— cos’xcos'y| 
Dies giebt für eonstante Werthe von S+ die Projeetionen der Krümmungs- 
linien der Scherk- Plateausehen Fläche auf die drei Coordinatenebenen 


wie folgt: 


[(eosam (S+n) (eos c+cosy)— 2 Jam (Stn)cosr cosy 


| 


\ 
| 


(COST — COSYy) = 0), 


‚9x, jeosam( &+n)Ch(z)- Aam(Stn)e’ cosy Shi 


it,“ 


[A 


LAW) 
I 


DD u 
u EG Zr 
| 


- / 
cosam(S+ )Ch(z )- Aam(£+n)e ?cose+ Sh 


€ 


YR: 


Es sei d! das Bogenelement, dann ist allgemein 
dd = (UV, +U,V)Ydude, 
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also für die Enneperschen und Scherkschen Minimaltlächen 


.s—o Ind 

cos’ — dudv 

IF 2 (1-1 eosu eosp + sinusinr)dude 
(du)’(Ae)' 2 ( Ju)’ (Ae)' 


oder wenn wir wieder setzen 


u=am($+tin), o=am(S-—in), 
26.) REIN cos amin(ds +dn) BER en ds dn’ | 
MP am&— k’cos’am&sin’amin 1 — k’sin’am(£&, k) — k'’sin’am(n, k’ 
Für die Krümmungslinien auf den Enneperschen Minimaltlächen, also auch 
für die Asymptotenlinien auf den Scherkschen Minimalflächen, ist entweder 
n constant oder & ist constant. Im ersten Falle setzen wir 


' . tg 
am(n,k)=y, tgam(s, k) = a. 
und erhalten 
A | da }; sin Pr 
24. di= 1! . E =, B= u 
"dy yil—u’sin’g Jy 


Hierbei ist stets 
Pe sın’y nt iig 
1— ksin’y , 

Entsprechend können wir auch den Bogen der andern Curven- 
schaar, für die £ constant ist, als elliptisches Integral erster Gattung 
darstellen. 

Der Bogen der Krümmungslinien auf den Enneperschen Minimal- 
flächen ist also einem elliptischen Integral erster Gattung proportional, wobei 
die obere Grenze und der Modul eine ziemlich einfache geometrische Bedeu- 
tung haben. Nennen wir nämlich die Amplitude 9, und den Modul uw, so 
ist für die eine Schaar, wie aus den Gleichungen (17., folgt. 


. o k' Sh ka) l; Sh k'y 
28. sing = + , ıu-= | 
Bd — k Chik'y) — k' Chikx 
und für die andere Schaar 
. k Sh ( k' U ) k' Sh k 2) 
(28°. sıınaqa = + u 
AFTETF Ohke) ’ — k Ch(k'y) 


Ebenso ist der Bogen von den Asymptotenlinien auf den Scherkschen 
Minimalflächen einem elliptischen Integral erster Gattung proportional, 


wobei die obere Grenze und der Modul gleichfalls eine einfache geo- 
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metrische Bedeutung haben. 
eine Schaar 
sin (k' x) 


inch’) sin(ky) 
cos(ky) ' 


29.) sngyg=+- —— 
29) snpg=+H cos(h’z) ’ 


u=+- 
und für die andere Schaar 


sin(k'x) 


(29°, \ sin 9=+H - Ky) u 
, u cos(ky) 


cos(k’x) ' 


+ 


8. 8. 


Nach $. 6 Abhandlung I. wird für beide Flächenschaaren 


cos? - —. 
. 2 inatinet En IL 
a) ern. sus a aa 
j 2yKL - Aut 1— k’sin’am (&, k) — k'"sin’am (n, 4) 
also 
N. 
=. 


Sind ferner «, ?, y die Winkel, welche die Normale in einem Punkte 
r, y, 3 der Enneperschen Flächen mit den drei Coordinatenaxen bildet, so 
wird nach $. 3. Abhandlung 1. 

cosa@a = —sinam ($, k) dam(n, K'), 
c0o8? = sinam(n, k') Jam ($, k), 
c08y = — cosam (F, k)cosam (n, k'). 
Nun sind aber 
x =rtocose, yY=ytocosd, 2=3+0C08Y 
die Coordinaten der dem Punkte x, y, z entsprechenden Punkte auf der 
Krümmungsmittelpunktsfläche. also haben wir mit Berücksichtigung der 
(rleichungen (16.) 
| 2kr = 2kr + Sh(2ke 
31) | 24y = 2hy+Sh(2ky), 
al — 2kk’z F sin (2kk'z). 

Diese Gleichungen zeigen, dass x’ nur von x, y’ nur von y, und z 
nur von z abhängen, d. h. jeder ebenen Curve der Enneperschen Minimal- 
flächen, deren Ebene zu einer der drei Coordinatenebenen parallel ist, ent- 
sprechen auf der Krümmungsmittelpunktsfläche zwei Curven in parallelen Ebenen. 





Hier folgt aus den Gleichungen (19.) für die 








mh 
,* 
m 
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Zum Sehluss sei noch bemerkt. dass die beiden Minimalflächen. die 


man aus den beiden Flächenschaaren für %k 72 erhält, bereits in einem 


- 


Aufsatze des Verfassers: Ueber Curven, deren Bogen ein elliptisches Integral 
erster Gattung ist, (Berichte der naturforschenden Gesellschaft zu Freiburg i. Br. 


Band 7, Heft 1, 1876) behandelt worden sind. 


Darmstadt. Oetober 1877. 














Preisaufgabe der Jablonowskischen Gesellschaft zu Leipzig für das 
Jahr 1581. 


Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen während des Zeit- 
raumes von 1819 — 1843 sorgfältig untersuchte Comet I, 1819, bat in seiner Bewegung 
Anomalien gezeigt, welche zu ihrer Erklärung auf die Hypothese eines widerstehenden 
Mittels geführt haben. Da indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur über 
einen beschränkten Theil des Zeitraumes vorliegt, über welehen die Beobachtungen 
(seit 1756) sieh erstrecken, und die von Astenschen Untersuchungen, wenigstens so 
weit dieselben bekannt geworden sind, noch zu keinem definitiven Resultate geführt 
haben, so ist eine vollständige Neubearbeitung der Bahn des Enckeschen Cometen 
um so mehr wünschenswerth, als die bisher untersuchten Bewegungen anderer perio- 
dischen Cometen keinen analogen widerstehenden Einfluss verrathen haben. Die Ge- 
sellschaft wünscht eine solche vollständige Neubearbeitung herbeizuführen, und stellt 
desshalb die Aufgabe: 

die Bewegung des Enckeschen Cometen mit Berücksichtigung 
aller störenden Kräfte, welche von Einfluss sein können, vor- 
läufig wenigstens innerhalb des seit dem Jahre 1848 verflossenen 
Zeitraums zu untersuchen. 

Die ergänzende Bearbeitung für die frühere Zeit behält sich die Gesellschaf: 
vor, eventuell zum Gegenstand einer späteren Preisbewerbung zu machen. Preis 
700 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind in deutscher, latei- 
nischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen deutlich geschrieben und 
paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert be- 
sleitet sein, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen 
und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung endet mit dem 
30. November 1551 und die Zusendung ist an den Secretär der Gesellschaft zu 
richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen Schriften werden durch die 
l,eipziger Zeitung im März oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 
Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 
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Ueber adjungirte lineare Differentialausdrücke. 


(Von Herrn @. Frobenins in Zürich.) 


Bei seinen Untersuchungen über die zweite Variation der einfachen 
Integrale gelangte Jacobi zu einigen 'T'heoremen über lineare Differential- 
ausdrücke, welche ausser von vielen andern namentlich von Hesse (dieses 
Journal Bd. 54 8. 227) abgeleitet und weiter ausgeführt worden sind *). Die 
zum Theil umständlicehen Rechnungen, welehe diese Beweise erfordern. 
lassen sich ganz umgehen, indem man den Ditferentialausdruck. welchen 
man nach Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 76 8.185) den adjungirten eines 
andern zu nennen pflegt. nicht durch seine formale Darstellung, sondern 
durch seine charakteristische Eigenschaft definirt, einen gewissen bilinearen 
Differentialausdruck zu einem vollständigen Differential zu machen. Auf 
diesem Wege ergeben sich auch leicht die zuerst von Clebsch angegebenen 


Relationen zwischen den in die redueirte Form der zweiten Variation ein 





chenden Uonstanten, helationen, welche Hesse nur in einer wenig em 
wiekelten Form aufgestellt hatte. Ich werde zuerst die erwähnten Sätze 
für gewöhnliche Differentialausdrücke ableiten, dann ihre Anwendung auf 
die Umformung der zweiten Variation kurz angeben, endlich einige jene: 


Sätze auf partielle Differentialausdrücke ausdehnen. 


$.1. Ueber die Zusammensetzung linearer Differentialausdrücke. 


Sind Au, Ai, ... A, bestimmte (gegebene) Funetionen, # aber eine 
unbestimmte Funetion von x, so nenne ich den Ausdruck 
(1.) A,u+ A, Du+A,D u+---+A,D’u 


einen (homogenen) linearen Differentialausdruck und bezeiehne ihn mit Ata 
oder auch kurz mit A. Im letzteren Falle bedeutet also A den Ausdruck 
selbst, während es im ersteren ein Operationssymbol ist. Ersetzt man die 
Funetion # in dem Ausdruck A(x) dureh einen linearen Difterentialausdruck 
Biu), so erhält man wieder einen linearen Ditferentialausdruck AlB(w)). 

*) Die ältere Literatur findet man bei Hesse (l. e.), die neuere bei Herrn Mayer. 


dieses Journal Bd. 69, S. 238. Vergl. ferner Horner, Quarterly Journal No. 55, (1870, 
Vet.) S. 218. 
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welchen ich aus A und B (in dieser Reihenfolge) zusammengesetzt nenne 
und mit Ab(a) oder auch kurz mit AB bezeiehme (Vgl. dieses Journal, 
Bd. 80, 8.321). Seine Ordnung ist die Summe der Ordnungen von A und B. 

l. Der Coefficient der höchsten Ableitung eines zusammengeselzten 
Differentialausdrucks ist das Product aus den Coefficienten der höchsten Ab- 
leitungen seiner Theile. 

Aus dieser einfachen Bemerkung ergeben sich eine keihe von Folge- 
rungen. Ein Differentialausdruck heisst (identisch) Null, wenn alle seine 
Coetfieienten Null sind. Setzt man mehrere Differentialausdricke zusammen, 
deren keiner Null ist, so erhält man wieder einen Differentialausdruck, der 
nicht verschwindet. Denn nach dem obigen Satze ist der Coeffieient der 
höchsten Ableitung von Null verschieden. Wenn daher ein zusammen- 
vesetzter Differentialausdruck verschwindet, so muss einer seiner Theile 
Null sein. Ist AB=0 und A nicht Null, so ist P=0. Ist ABC=0, und 
sind A und € nieht Null, so ist B=0. Ist AC= BC (oder CA = CB) und 
ist © nicht Null, so ist A=B. Istz. B.e DA= DB (wo D das Ableitungs- 
zeichen ist), so ist A=B. 

Ein linearer Differentialausdruck der unbestimmten Function », dessen 
Coeffieienten lineare Differentialausdrücke einer andern unbestimmten Funetion 


e sind, heisst ein bilimearer Differentialausdruck und wird mit Alu, ev) be- 


zeichnet. Er heisst symmetrisch, wenn A(u,e)= A(v, u), alternirend, wenn 
(u, eo): Av, a) ist. Die Summe der Ordnungen der Ableitungen von 


» und ©, die in einem bestimmten Gliede von Alu. e) mit einander multi- 


plieirt sind, wird die Dimension dieses Gliedes genannt. 


S.2. Definition adjungirter linearer Differentialausdrücke. 


Bezeiehnet A») den Ditferentialausdruck (1.). so heisst 
(2.) (A,u)—-D(A u) -+D (Au) —-- 1)" D"( A, u) 


der adjungirte Differentialausdruck von A und wird im Folgenden stets mit 
A'(a) oder A’ bezeichnet werden. Wir werden indessen von dieser Defi- 
nition wenig (sebrauch machen, sondern den adjungirten Ditferentialausdruck 
dureh eine charakteristische Eigenschaft desselben definiren. die wir, da sie 
die Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet, kurz ableiten wollen. 

Zum Ausgangspunkte nehmen wir die bekannte leicht zu verificirende 
Formel: 





[ 


\ 
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(0) D234(—-1)" "7 Diu.D- ig = eDua-u(-1) De. 


auf welcher die Methode der partiellen Integration beruht. Der Diffe- 
rentialausdruck eD’a—u—1\ De ist also das vollständige Differential 
eines bilinearen Differentialausdrucks 


(P.) P,(u, ur =a Pr en, l 'D’u.D | 'e. 


i 
dessen Glieder alle von der (r» —1)te» Dimension sind und abwechselnd die 
(‘oeffieienten +1 und —1 haben. Ersetzt man e in («.\ durch das Prodnet 
A,e, so erhält man 


(v)  e(A,D’w)—u((—-1)’D’(A,e)) = DP,(u, A,e 


Wird der bilineare Differentialausdruck P, (a, A,e), der sowohl in Bezug 
auf vw, als auch in Bezug auf e von der (»—1)!e» Ordnung ist. nach den 
Ableitungen von « und vo geordnet, so ist die höchste vorkommende Di- 
mension die (v—1)!® und die Glieder dieser Dimension haben abwechselnd 
die Coeffieienten +A, und —A,. 

Der Ditterentialausdruck 


(3.) Z1P,(w, A v)=3131"(-1)""D’u.D’""A,e)=2&(—1)"D’u.D“(A;,,.0 


) u 


) ’ 3 4 i.u 


soll der den Ausdruck A u begleitende bilineare Differentialausdruck genannt” 
und mit A(a,e) bezeichnet werden. Er ist in Bezug auf # und e von der 
(n—1jter Ordnung und die höchste vorkommende Dimension ist ebenfalls 
nur die (»a—1)!e. Die Glieder der (»—1L)ten Dimension haben abwechselnd 
die Coeffieienten +A, und —A,. Die Coeffieienten sowohl von A'/u) als 
auch von Alu, e) sind lineare Differentialausdrücke der Coefficienten 


von Au). 


*) Sind die Coeffticienten von A in einem gewissen Bereiche eindeutige Funetionen 
der eomplexen Variabeln x, so erfahren » unabhängige Integrale «,, u, ... w._, der 
Differentialgleichung A= 0, wenn .r eine innerhalb dieses Bereiches liegende g 
schlossene Curve durchläuft, eine lineare Substitution mit constanten Coeffieienten. Es 
lassen sich dann » unabhängige Integrale v,, ®,, ... v,_ı der Differentialgleichung A’ — 0 
so bestimmen, dass sie auf diese m W ege die transponirte Substitution erfahren, also 
den Grössen %,, %,, »+. %,.ı eontragredient sind (dieses Journal Bd. 76 5. 194 und 
S. 26%). Aus diesem Grunde wird 4’ der zugehörige oder adjungirte Ausdruck von 
A genannt. (Aus dieser Bemerkung ergeben sich z. B. ohne weiteres die Sätze, welche 
Herr Jürgens, dieses Journal Bd. 50, S. 150 über die Fundamentalsysteme adjungirter 
Differentialgleichungen abgeleitet hat.) Der Ausdruck A(u, ev) ist demnach denjenigen 
algebraischen Gebilden zu besuinlihen. welche Herr Aronhold Zwisehenformen, Herr 
Sylvester Coneomitanten genannt hat. Daher nenne ich ihn den begleitenden bilinearen 
Differentialausdruck. 


( ’(’- 
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Summirt man die Gleichung (y.) nach v, so erhält man zwischen 

den Differentialausdrücken (1.), (2.) und (3.) die Relation *) 
4.) vAlu)—-uA(e) = DAlu,v). 
Wenn umgekehrt A(z) und B(a) zwei solche Differentialausdrücke sind, 
dass oA a) —uB(e) die Ableitung eines bilinearen Differentialausdrucks 
Ciu,e) ist, so ist Biu)= A'(u) und C(u,e) = A’(u,v\. Denn subtrahirt man 
die Gleichung (4.) von der Gleichung 
veA(uJ—uB(e) = DC(u,e), 
so erhält man 
(d.) aA (v)—Biv)) = D(C(u,e)—A(u,v)). 

Denkt man sich für ® irgend eine bestimmte Funetion gesetzt, so ist 
C(u,e)—A(ua,v) ein homogener linearer Differentialausdruck von a. Wäre 
er nieht identisch Null, sondern wäre die höchste Ableitung von x, welche 
in ihm wirklich vorkommt, die mt*, so wäre die höchste Ableitung von «, 
welche in seiner Ableitung wirklich vorkommt, die (m+1W, also nach 
Gleichung (d.) m+1=0, während doch m nicht negativ sein Kann. 


$.3. Die Reeiproeität adjungirter Differentialausdrücke. 

Aus der charakteristischen Eigenschaft (4), durch welche wir von 
nun an den adjungirten Differentialausdruck definiren Können, lassen sich 
alle seine Eigenschaften mit Leichtigkeit ablesen. Unmittelbar tolgt aus 
derselben der Zagrangesche Satz, dass der adjungirte Ausdruck von A' 
eleich A ist. 

Geht ferner dureh Einführung einer neuen unabhängigen Variabeln 
x an Stelle von x der Ausdruck A in (den linearen Differentialausdruck. 
P. A in O0 und Aiu,v) in Riu,e) über, so Ist 


| dR(u,v) dx 
eP u —uVe - 
“ dx da ' 


62 ee 
oder wenn man mit multiplieirt und © dureh ® 


ersetzt: 
d.r' dc 
.€ H. nn da’ \ dx d / 2 
oFiu " o(: d.ır / dx! de’ R\u, d.r 
2 \ . dx’\ dx 
Der adjungirte Differentialausdruck von Pa) ist daher o(u or“ der 


. en. au . f dx’ 
begleitende bilineare Differentialausdruck R(u, v nn) 


*) Jacobi, dieses Journal Bd. 32, S. 189. 
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Ist B ein linearer Differentialausdruck, B’ der adjungirte, Bu, e 

der begleitende bilineare Ausdruck, so ist 
veBu-uB(v) = DBüu,o.. 

Ersetzt man vo durch A’(e), so erhält man 

A (v).B(u—uB'A''v) = DB(u, A'(v)). 
Ersetzt man in der Gleichung (4.) « durch Ba. so findet man 

eAB(u) —B(u).A(e) = DA(B u), ev). 
Durch Addition dieser Gleichungen ergiebt sich 

oeAB u)—uB A (cv) = D[A(B(u),e)+B(u, A'\o))). 
Daraus folgt: 
I. It P=AB, so ist P=BA' und 
P(u,e) = A(B(u),v)+B(u, A’(v)). 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes findet man das allgemeinere ' 
lörgebniss, dass der adjungirte Ausdruck von ABC... gleich ...C' B’A' ist. 

ll. Ist ein Differentialausdruck aus mehreren zusammengesetzt, so ist der 
adjungirte Ausdruck aus den adjungirten in der umgekehrten Reihenfolge 
susammengeselzt. 

Weil ich mich vielfach auf diesen Satz beziehen werde, will ich 
ihn den Z#eeiprocitälssatz nennen. Vgl. dieses Journal, Bd. 76. 58.263 und 
S. 277; Bd. 77, 8.257; bd. 80, 8.328. 

Sowohl aus der eharakteristischen Gleichung (4.) als auch aus der 
formalen Darstellung (2.) und (3.) ist unmittelbar ersichtlich der Satz von 
Hesse (dieses Journal, Bd. 54, 8.252 

Ill. Der adjungirlte lineare (und der begleitende bilineare) Differential- 
ausdruck einer Summe tst gleich der Summe der adjungirten linearen (und der 
begleitenden bilinearen) Differentialausdrücke der einzelnen Summanden. 

Mit Hülfe des heeiproeitätssatzes und des Hesseschen Satzes Ist es 
leicht, zu einem )ifferentialausdruck, in welcher Form er auch gegeben 
sein mag, den adjungirten zu besiimmen. Der adjungirte Ausdruck von au, 
wo a eime bestimmte Function von x bedeutet, ist au, der von Du ist 
— Du. Daher ist der adjungirte Ausdruck von a.A/u, gleich Alaw) und 
der von DA gleich -AD u‘. 

Zu einem bilinearen Differentialausdruck A(a,e) kann man auf zwei 


verschiedene Weisen den adjungirten bilden, entweder indem man vo als 














190 Frobenius, über adjungirte lineare Differentialausdrücke. 


unbestimmte Function betrachtet, und für « einen bestimmten Werth gesetzt 
denkt, oder indem man a als unbestimmt ansieht. In dem ersteren Sinne 
sei A’(a,e) der adjungirte Ausdruck von A(w,e). Denkt man sich dann 
in der Gleiehung (4.) für « eine bestimmte Function gesetzt, und berechnet 
zu beiden Seiten die adjungirten Ausdrücke, so erhält man die Formel 
5.)  vAlu)-Aiu) = —A'(u, De). 
Nimmt man darin für « ein Integral i der Differentialgleichung A(a) = 0, 
0 


und ersetzt man © durch c,e, so findet man 
1 
A(e) A\ . De,e). 
C 
oder wenn man die Bezeichnung 


A(- ‚v)= A(o) 
einführt, 

A(v) = A,D(ce,v). 
Auf dieselbe Weise kann man den Differentialausdruek (» —1)te Ordnung 
A,(ve) auf die Gestalt 

A, (ve) = A,D(ce,v) 
bringen, wo i ein Integral der Differentialgleichung A, (e) =0 und A;(e) 
ein Differentialausdruck (2 — 2 te Ordnung ist. Indem man so fortfährt, 
bringt man den Ausdruck A schliesslich auf die Form 

(6.) A(u) = e,De, ‚De,. ... &De,De,u, 

in welcher er aus lauter Differentialausdrücken erster Ordnung zusammen- 
sesetzt ist. Nach dem Reeiproeitätssatze ist der adjungirte Ausdruck dazu 


(T.) A(u) = (-N)"De De ... ,.Dec,_,De,u. 


$.4. Differentialausdrücke, die ihren adjungirten gleich sind. 

Nach dem Reeiproeitätssatze ist der adjungirte Differentialausdruck 
von A’A(u) gleich A'A(w), und wenn a eine bestimmte Funetion von = 
ist, der von A’aA(u) gleich A’aA(a) *). 

Sei umgekehrt P(a) ein beliebiger Differentialausdruck mter Ordnung. 
der seinem adjungirten gleich ist. Ist der Coefficient der höchsten Ab- 


*) Der adjungirte Differentialausdruck von A’'DA(u) ist — A’DA(u). 
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leitung in P gleich p, so ist er in P’ gleich (—1)"p. Soll also P=P' 
sein, so muss m gerade sein (=2n). Seien P,(@), Pı (wm). ... P,(u) n+1 
beliebig gewählte Differentialausdrücke, P,(w) von der ven Ordnung. Sei 
q der Coeffiecient von D"u in P,(w) und p, durch die Gleichung 

p = (-NV”gp. 
bestimmt. Dann ist in dem Ausdruck P,p.P,(w) der Coefficient von D”u 
vleich p, und daher ist der Ausdruck 

P(u)—P,p.P.\uw) 
höchstens von der (2r—1)ter Ordnung. Da er aber seinem adjungirten 
eleich und folglich von gerader Ordnung ist, so kann er höchstens von 
der (2r — 2)ten Ordnung sein (Vel. Hesse, dieses Journal. Bd. 54. S. 234). 
Sei p’ der Coefficient von D”"a in demselben, g’ der von Da in P,_, und 

p = (-N”"g’p,-; 
so Ist 
P(y)—-P,p.P.(W—P._p._ıP.-ı («) 
ein Differentialausdruck der seinem adjungirten gleich und höchstens von 
der (2»— 4)ten Ordnung ist. Indem man so weiter rechnet, bringt man 
zuletzt P auf die Form *) 
(8.) P(u) = P,p,P, «W)-+P 


Ist z.B. P, (u) = D’u, also P, (u) -1)” D’u, so erkennt man daraus, dass 


P, P,„(W)+"-+P,p,P. (a). 


q 
t 


jeder Ditferentialausdruck, der seinem adjungirten gleich ist, auf die Form 


(9.) P(u) = mu — Dp, Du+ D’pD’n—---+(—1)"D"p,D"u 


vebracht werden kann (Jacobi, dieses Journal. Bd. 17, 8. 71). 

Seit Jacobi hat man nun umgekehrt jeden Ausdruck, von dem man 
beweisen wollte, dass er seinem adjungirten gleich ist, in dieser Form dar 
zustellen gesucht. Da dies aber meistens nieht ohne weitläuftige Rechnungen 
möglich ist, und da überdies diese Form, wie schon ihre Veralleemeinerung 
(8.) zeigt, nur ein unwesentliches Merkmal soleher Differentialausdrücke 


ist, so werde ich von derselben im folgenden keinen Gebrauch machen. 


*) In ähnlicher Weise kann man jeden Ausdruck, der seinem adjungirten entgegen- 
gesetzt gleich ist, auf die Form 
+ Papa Dpa Pa(u)t Pa-ı Pa -ı Dp.—ı Pa-ı(u) + +P,p,Dp,P, (w) 
bringen (Jacobi, dieses Journal, Bd, 32, S. 196). 
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In der Form (8.) oder (9.) lässt sich ein Differentialausdruck, der 
seinem adjungirten gleich ist, durch rationale Operationen und durch Diffe- 
rentiation darstellen. Wichtiger dagegen ist die Entdeckung Jacobis, dass 
man jeden solehen Differentialausdruck mit Hülfe von Integrationen auf 
die Gestalt A'A(w), oder wenn es in reeller Form geschehen soll, auf die 
(sestalt AaA(a) bringen kann. 

Der Jacobische Beweis dieses Theorems lässt sich mit Hülfe des 
eeiproeitätssatzes in folgender einfachen Weise darstellen: 

Sei Pia) ein Ausdruck 2nte Ordnung, der seinem adjungirten gleich 
ist, P(a,e) der begleitende bilineare Ausdruck. Dann ist 

(10.) eP(w)—-wuP(e) = DP(u, ev). 
Die linke Seite ändert ihr Vorzeichen, wenn man x mit o vertauscht. Daher ist 
DP(u,e) = D(—-Pv, u)), 
und folglich nach $. 1 
P(u,e) = -Pi,.u). 

l. Ist ein Differentialausdruck seinem adjungirten gleich, so ist der be- 
gleitende bilineare Differentialausdruck alternirend *). 

Demnach verschwindet Pax, e). wenn «=e ist. Nimmt man in der 
(rleiehung (10.) für © ein Integral = der Ditferentialgleichung Pe) =, 
so erhält man | 


P(u) = c‚DP(u, er) 


C / 


Ads | Een 1 
da der Differentialausdruck (2» —1 ter Ordnung P(n, r ) für «= Ver- 
0 0 


schwindet. so lässt er sich \$. 3.) auf die Form P,D(e,u) bringen, wo P, (u 
ein Differentialausdruck (22 — 2)'e" Ordnung ist, und folglich ist 

Pu) = DP,De,u. 
Nimmt man aut beiden Seiten den adjungirten Ausdruck, so erhält man 
nach dem Reciproeitätssatze 

Pu = „DP,De,u, 
und daher 


c‚DP,Dcu = «DP,De,u, 


Ist ein Diflerentialausdruck seinem adjungirten . entgegengesetzt gleich, so ist 
der begleitende bilineare Differentialausdruck symmetrisch. 





ac 
in) 


st 
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also nach $. 1 
P,=P: 

N En # | 

Ist nun —— ein Integral der Differentialgleichung P,=0, so ist 
P,(u) = DP,De;,u, 

wo P, ein Differentialausdruck (2» —4)ten Grades ist, der seinem adjungirten 
gleich ist. Indem man so weiter schliesst, bringt man den gegebenen Aus- 
druck auf die Form 

P(u) = „DaDe ... De,,DeDe,_, ... Dec, Deu. 


Da der Coefficient p der höchsten Ableitung eines zusammengesetzten 
Differentialausdrucks P gleich dem Produete aus den Üoetfieienten der 
höchsten Ableitungen seiner Theile ist, so ist 


P = 096, ».. 6,106 +++ Ga C[lCyLı ++. 6,—; 
Wenn daher die Coefficienten von Palle reell sind, und bei der Umformung 
nur reelle Integrale verwendet sind, so hat e dasselbe Vorzeichen, wie p. 
Sei a eine beliebige Function, die mit (—1)”"p dasselbe Vorzeichen hat, und 
ce = (-1)"ac.. 
Setzt man dann 
(6. c„Dc,-, :-. „De, u= Alu), 


so 1st 


=] 
m 
| 


—1\"c,De, ... c,_,De,(u\. 
und daher 

11. Pu = AaAnu. 
Am einfachsten ist es «= +1 zu setzen, oder wenn es sich nieht um reelle 
Ausdrücke handelt, «= 1. Soll aber der Coetficient der höchsten . Ab- 
leitung in A gleich Eins sein, so muss man 

(12,) a= (—-l”p 

wählen. 


S.5. Neuer Beweis des Jacobischen Satzes. 
Aus der Gleichung (11.) folgt, dass die » Integrale der Ditterential- 
gsleichung A=0 sämmtlich auch der Differentialgleichung P= 0 Genüge 
leisten. Es wird sich aber zeigen, dass sie nicht z beliebige Integrale von 


P=0 sind, sondern gewisse Bedingungen erfüllen müssen. Es ist jedoch 
Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 3. 25 
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schwierig, diese Bedingungen in ihrer einfachsten Form auf dem soeben 
durchgeführten Wege zu finden *). Ich will deshalb den Jacobischen Satz 
noch auf eine andere Weise ableiten, wobei sich jene Relationen ohne 
weiteres ergeben. 

Ersetzt man in der Gleichung (4.) o durch «aA(v), so erhält man, 
wenn man sich der Bezeichnung (11.) bedient, 

aA(v)A(u)—uP(v) = DAlu, aA(v)). 
Vertauscht man « mit o und zieht die neue Gleichung von der ursprüng- 
lichen ab, so ergiebt sich 
vP(u)—uP‘e) = D(A(n, aAlv))—-A(v, aA(u))). 

Daraus folgt nicht nur, dass der Differentialausdruck P seinem adjungirten 
gleich ist, sondern auch, dass der begleitende bilineare Differentialausdruck 
P(u, v) = Alu, aA(v))—A(v, aA(u)) 
ist. Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet aber, wenn « und © 
irgend zwei Integrale der Differentialgleichung A=0 sind. Folglich muss 
Piu,e) = (0 sein, wenn a und o beide der Differentialgleichung A = 0 

genügen. 

Sei jetzt umgekehrt P irgend ein Differentialausdruck 2»ter Ordnung, 
der seinem adjungirten gleich ist. Dann ist, wie oben gezeigt, der be- 
gleitende. bilineare Differentialausdruck Pa, e) alternirend. Ich behaupte 
nun, dass sich » unabhängige Integrale der Differentialgleichung P = 0 
finden lassen, von denen je zwei den Ausdruck Pa, eo) annulliren. Seien 
nämlich @,, @,, ... 4, irgend 2» unabhängige Integrale von P=0 und sei 

P(a,, a;) = 4,;. 
Da Pia,v) alternirend ist, so ist u; = —a,, und a.=0. Da ferner nach 
Gleichung (10.) 

| DP(a,, a;) = a;P(a,)—a,P(a;) = 0 
ist, so ist a,,; eine Constante. Seien nun 2, Liz. 2 UNA Yaz Yızıı+ Yancı 
willkürliche Constante und 
u—_ 2, 0,8%. = > 'A;Y5; 
irgend zwei Integrale der Differentialgleichung P=0. Dann ist 
P(u, ev) = - 4,50, 4; = 2 

eine alternirende bilineare Form. Ich werde im nächsten Paragraphen ver- 


*) Ein Mittel dazu ist in der Anmerkung I. zu $. 6 angedeutet. 
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schiedene Wege angeben. » unabhängige Werthereihen 
Ei Te v=0,1,... n—1l) 
zu finden, von denen je zwei die Form Z annulliren. Dann sind 


a et) v=QU, 1... s—l) 


[73 


u 


3 





n unabhängige Integrale der Differentialgleichung P=0, welehe paarweise 
der Gleichung P(a,e) =0 genügen.) 

Sind aber irgend » unabhängige Functionen “,, %. ... #,_, gereben. 
so kann man eine Differentialgleichung »ter Ordnung A=0 bilden. der sie 
senügen. Soll der Coefficient der höchsten Ableitung von A gleich Eins 
sein, so ist 

(14.) Ay) = Zt ... "Pur: Et ... ul), 

Wenn ferner alle Integrale einer Differentialgleicehung »t° Ordnung 
A=0 eine Differentialgleichung 2nter Ordnung P=V befriedigen, so kann 
man P auf die Form 

P=BA 
bringen, wo B ein Differentialausdruck »ter Ordnung ist (Vgl. dieses Journal. 
Bd. 76, S. 257). Ist B’ der adjungirte Ausdruck von B und Bu, e) der 
begleitende bilineare Differentialausdruck, so ist | 

eB(u)—uB (eve) = DB(u, e). 
Ersetzt man a durch Aw). so erhält man 
eP(u)—-A(u)B'(e) = DB(A(u), e). 
Vertauscht man # mit © und zieht die neue Gleichung von der ursprüng- 
lichen ab, so ergiebt sich 
eP (u) — uP(e)—-A(u)B(e)+A(e)bB (u) = D/b(A(u), e)—B(A(e), u)). 

oder -wegen (10.) 
A(e) B' (u)—A(u)B'(e) = D[B(A(u), e)—B(Ate\, u)— Pia, e)] = DC(u, e). 

Der Ausdruck C(a, e) verschwindet seiner Zusammensetzung nach. 
wenn für « und ® irgend zwei der Funetionen %,. %,....%,_, gesetzt werden. 
welche einzeln A(a) und paarweise Pax, e) annulliren. Seine Ableitung 


*) Um die » unabhängigen Functionen “,, %,, ... %,—, zu definiren, braucht man 

n(n—1) 

ne 

n Gleichungen P(u,) =0 (vr —=0,1,...n —1), sondern nur eine derselben, etwa P(u,)=®. 
25* 


ausser den Gleichungen P(u,,%) =0 (u, r=0,1,...n—1) nicht noch die 











196 Frobenius, über adjungirte lineare Differentialausdrücke. 




































ist A(e)B’(w)—A(u)B’(e), also in Bezug auf « und vo höchstens von der 
„'en Ordnung. Daher kann C(a,e) in Bezug auf « und o höchstens von 
der (a— 1)!e® Ordnung sein ($. 1). Wenn aber der Differentialausdruck 
(a—1)ter Ordnung C(w,,e) für » unabhängige Funetionen © = %, %ı,... %,_ı 
verschwindet, so muss er identisch verschwinden. Folglich muss, welche 
bestimmte Funetion auch für o gesetzt wird, der Ausdrack C(u, vo), der in 
Bezug auf a von der (a—1)te® Ordnung ist, für v=w, %, ... %, und 
daher identisch verschwinden. Somit ist 
A(v)B (w—A(u)B(e) = (0, 
oder es ist 
B’(u) _ B«) 
A(u) A(v) 
ein von der Wahl der unbestimmten Function « unabhängiger Ausdruck, 
d. h. eine bestimmte Function a. Ist aber 
B (u) = aA(u), 
so ist nach dem Reciproecitätssatze 
B(u) = A'(au), 
und daher Ä 
(11) Pu) = A’aA(u). 
Nimmt man für A den Ausdruck (14.), in dem der Coefficient der höchsten 
Ableitung Eins ist, so muss man für a die Function (12.) wählen. 


8.6. Hülfssatz über alternirende bilineare Formen. 
Zur Vervollständigung des eben geführten Beweises ist noch zu 
zeigen, wie man z unabhängige Werthereihen (13.) findet, welche paarweise 
die alternirende bilineare Form | 


en An—l 
Z= 20 0,5%uY3 


a,p 
annulliren. Am einfachsten ist es, sie successive zu ermitteln. Man nehme 
die Grössen 
U 
willkürlich an (aber nicht alle Null). Da Z alternirend ist, so befriedigen 
sie die lineare Gleichung 


Ss e) AuB c3’) I. = 0. 
P 


Für 2, z{”, ... x), nehme man irgend eine zweite, von der vorigen 
unabhängige Lösung dieser Gleichung u. s. w. Hat man bereits m unab- 
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hängige Werthereihen 
0 Gr E20 =) 1... w—l 


bestimmt, welche den m linearen Gleichungen 


u <4,; ze), = 0 


(dt 


genügen, so muss ="), 21”, ... a. eine neue, von jenen m unabhängige 
Lösung dieser Gleichungen sein. Nun haben m homogene lineare Glei- 
ehungen zwischen 22 Unbekannten mindestens 22» —m unabhängige Lösungen, 
also ausser den m bereits bekannten noch 22 —2m, demnach wenigstens 2, 
so lange m <n ist. 

Der Auseinandersetzung einer zweiten Methode zur Ermittlung der 
Grössen (13.) schicke ich den Beweis des Satzes voran, dass die Deter- 
minante |a,s| von Null verschieden ist. Der bilineare Differentialausdruck 

P(u, ve) = Zp,,D*’uD’v 


ist in Bezug auf « und e von der (2»—1)te® Ordnung. Da er kein Glied 
von einer höheren als der (2» —1)!e” Dimension enthält, so ist p,,; = 0, wenn 
z+4>2n—1 ist. Daher redueirt sich die Determinante 'p,, auf ein Glied 


f \r 
Pa.) = (—1)"p:. 10 PR 2.1: Pu, m —ıs 
oder weil die Glieder der (2» —1)!e® Dimension abwechselnd gleich +p 
und —p sind, auf 


Ferner ist 
„=FPia, a)= = 2pa0 ar ar, 
und daher 
= |9,,1-|e?’ = (p”. ja” |)". 
Die Determinante der Vin Form Z ist also von Null verschieden.* 
Durch lineare Substitutionen kann man folglich Z auf die Form 


Z= SIT, Y,-Ä,Y, 


redueiren; wo X,, X, v=(0,1,... n—1) an unabhängige homogene lineare 
Funetionen von &, £ı, »-- Zu‘ und Y,, Y, die nämlichen Funetionen von 
Yos Yıy +++ Yn_' bedeuten. Die Grössen (13.) genügen daher den gestellten 
ED, wenn sie die 2 linearen Gleichungen X, = 0 befriedigen. 


») Daraus folgt, dass es nicht mehr als » unabhängige Werthereihen (13.) giebt, 
welche paarweise Z annulliren (Vgl. dieses Journal, Bd. 82, S, 256). 
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welche wirklich 22—n unabhängige Lösungen besitzen, oder allgemeiner 
(Clebsch, dieses Journal, Bd. 55, S. 344), wenn sie aus den » Gleichungen 


> a—| r / 
Ä, 2 Bo - CA, \ uU em 0. 1. .0.». n—]) 
l y i 


\ s 


bestimmt werden. wo 


n(n +1) 


5 willkürliche Constanten sind. 


Endlich kann man drittens auch auf folgende Weise » Integrale «,. 
Hy, ... %,-ı ermitteln, welche paarweise die Gleichung P (x, e)=0 befriedigen. 
Sei x’ ein für die Differentialgleichung P=0 nicht singulärer Punkt und 
e, das Integral derselben, dessen Entwicklung in der Umgebung von x’ mit 

' 

0. = ET ton "t (a=0,1,... 2-1) 
beginnt. Dann ist e® (e,2=0,1,...2n -1) für e= x gleich 0 oder 1, je 
nachdem « von z verschieden, oder gleich z ist. Da der Ausdruck 


J 


P(e,, 6) = Ep.ee® 
u. 


eonstant ist, sa bleibt er ungeändert, wenn der Variabeln x der Werth x 
beigelegt wird. Folglich ist er gleich dem Werthe, den p,; für x = «’ hat, 
also Null, wenn +2 >2n—1 ist. 

Daher genügen e,, @,;1.... &,_, paarweise der Gleichung P(a,e) =. 
und ebenso je zwei lineare Verbindungen derselben. Man kann also für 
U... 4, irgend » unabhängige Integrale wählen, deren Entwicklungen 
nach Potenzen von 2—.x’ nicht mit einer niedrigeren als der „ten Potenz 
anfangen. 

Anmerkung I. Die Relationen zwischen den Constanten (13.) sind 
von Olebsch gefunden worden, während ihre einfachste Gestalt Hesse ent- 
gangen war. Bei der Bedeutung, welche die Arbeit von Hesse hat, ist es 
vielleicht von Interesse, genau den Punkt zu kennen, welchen er über- 
sehen hatte. 

Sei = : ein Integral, also auch ein Multiplieator der Differential- 


gleichung P=0. Dann ist Pu) = c,D®,(a), wo der Differentialausdruck 


PN »e 1 . » . a 
2»—1jter Ordnung Q,(a) für «= - verschwindet, also auf die Form 


Q0,(u) = P;De,u gebracht werden kann. Zur weiteren Reduetion darf man 
nieht ein beliebiges zweites Integral «, von P=0 benutzen, sondern ein 





Il 
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solches, für welches zugleich Q,=0 ist. Dann ist — De,u, ein Inte- 


© 


[ * . 1 » ”* 
sral von P,=0, also auch ($. 4) ein Multiplicator von P, und folglich 


auch von Q,. Mithin ist O,=c,D®,, und O, «“—=P,De,De,u. Ist dann 
, ein solches von , und z, unabhängiges Integral von P=0, für welches 


. . h 1 ; 
zugleich Q, = 0 ist, so ist = De, De,u, ein Integral von P,=0, also 


auch ein Multiplieator von P, und folglich auch von 0,  Mithin ist 
0), =6GDO;, u. Ss. w. 
Die Gleichung Q,(«,) = 0 ist eine helation zwischen «, und «,. die 





Gleichung Q;(w,) = 0 zerfällt in zwei Relationen zwischen «,, #,. #:. 
0,(4)=0 in drei zwischen «,, %, %, %,, u. 8. w. (Hesse, Bd. 54, 8. 253). 
Der Grund, wesshalb die Bemühungen Hesses, diese wenig durchsichtige 
Form jener Relationen zu vervollkommnen, scheiterten, lag darin, dass ihm 
die eigenthümliche Zusammensetzung der Differentialausdrücke Q,, O3, O3. ... 
entging. Der Ausdruck (22 — m)!" Ordnung Q, kann nämlich auf die Form 


0O,u) = vuPla, w+ve Pla, w)+-+v,_,P(u, wu,_ı 


n 


sebracht werden, wo die Verhältnisse der Funetionen ©,, ©, ... ©,_, schon 
dadurch bestimmt sind, dass Q, nur von der (22 —m)ten Ordnung ist, dass 
also auf der rechten Seite die Coeffieienten von D”"a, D” "u, ... Dr u 
verschwinden müssen. Bis auf einen Faetor ist daher Q, gleich 


-r.. Fa ... Pi, 
Hi u; . . . 4 1 
u‘) ut) ti Ta 
ul?) a a 


und ©,, ©. ... ®,_, verhalten sich wie die Funetionen, welche ich (dieses 
Journal, Bd. 77, 8.250) die adjungirten von «,, %, ... a,_, genannt habe. 
Dieselben sind folglich (1. e. p. 249) unter einander unabhängig. Nun muss 


a, der Gleichung Q, (a) = 0 genügen, oder es muss 


v,P(u,, u,)+v,P(u,, u)t + of Uns Un—ı) ns 0 
sein. Da aber die Grössen P(w,,«,) Constante sind, so erfordert diese 
Gleichung wegen der Unabhängigkeit von ©,, ©, ... ®,_,, dass 


Pu,%)=0, (u=0(0, 1,...m-1;m=0,1,...n—l 


ist. Dies ist die Gestalt, welche Clebsch den Relationen gegeben hat. 
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Anmerkung Il. Die Coefficienten der linearen Differentialglei- 
chung mte Ordnung P=0 seien analytische Funetionen, welehe in der 
Umgebung einer nieht singulären Stelle x, durch convergente nach ganzen 
positiven Potenzen von 2 — x, fortschreitende Reihen definirt seien. Eine 
von x, ausgehende und nach x, zurückkehrende Linie Z soll im folgenden 
nur dann eine geschlossene genannt werden, wenn die Coeffiecienten von P 
durch einen diese Linie umgebenden in sich zurücklaufenden Flächenstreifen 
(von endlieher Breite) simultan fortgesetzt werden können, ohne den Cha- 
rakter rationaler Funetionen zu verlieren, und auf diesem Wege wieder in 
die ursprünglichen Funetionenelemente übergehen. Durchläuft z eine solche 
Linie Z, so verwandeln sich m unabhängige Integrale a,, a,, ... a,_, der 
Differentialgleichung ?=0 in m unabhängige lineare Verbindungen a,. 
di. 2... @,_, mit eonstanten Coeffiecienten, erfahren also eine lineare Sub- 
stitution a, = Ihk,sa,;, welche ich die der Linie L entsprechende Substitution 

3 
K nenne. Wählt man statt der Funetionen a,, a,. ... a,_, irgend m andere 
unabhängige Integrale, so sind dieselben lineare Verbindungen der ersteren 
(hatt "then ı@,_,) und erfahren folglich auf der Linie Z eine der Sub- 
stitution KM ähnliche Substitution. (HT KH; vergl. dieses Journal Bd. 84, 
S.21 und 23). Einer geschlossenen Linie Z entspricht also nicht eine be- 
stimmte Substitution, sondern eine ganze Klasse ähnlicher Substitutionen. 
Eine solehe ist aber vollständig bestimmt, wenn ihre charakteristische De- 
terminante, in Elementartheiler zerlegt, gegeben ist. In Bezug auf eine 
lineare Differentialgleichung entspricht also jeder geschlossenen Linie eine 
gewisse in bestimmte Elementartheiler zerfallende charakteristische Funetion. 

Sei nun Pia) ein Differentialausdruck, welcher dem adjungirten Aus- 
druck gleich ist, und bedienen wir uns der nämlichen Bezeichnungen wie 
oben. Auf der geschlossenen Linie Z gehe das Integral vu= Fr,a, in 





u — I x,a, und das Integral e= Fy,a, n v!’ = Fy,a, über. Dann sind 
die 22 Constanten x, lineare Funetionen der Constanten x, und die lineare 
Substitution, dureh welche die Grössen x, in x, übergehen, ist derjenigen 
eontragredient, welche die 2» Integrale a, auf der Linie Z erfahren. Ist 
nämlich @, = Zh,,;a;, 80 ist 2, = Ih,,r. und ebenso ya= ShusYa- Nun 
r; r 
eeht der bilineare Ausdruck 
P(u,o)=F&a,2.9y =Z in Pu,v)=Fa,2.y =Z 


über. Da aber P(u,e) eine von x unabhängige Grösse ist, so kann sie 
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auf der Linie Z keine Aenderung erfahren, und folglich muss Z=Z’ sein. 
Die lineare Substitution, welche die Grössen z, in x/, überführt. hat also 
die Eigenschaft.eime alternirende bilineare Form mit ecogredienten Variabeln 
von nicht verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren. 
Folglich müssen (dieses Journal Bd. 84, S.41) die Elementartheiler ihrer 
charakteristischen Funetion paarweise von gleichem Grade sein und für 
reeiproke Werthe verschwinden, ausser denen, welche für die Werthe +1 
Null sind. Unter den letzteren müssen aber die, welche einen ungeraden 
Exponenten haben, ebenfalls paarweise vorhanden sein. Die nämlichen 
Eigenschaften muss daher auch die charakteristische Determinante der eon- 
tragredienten Substitution K haben (l. e. S. 25 und 21). Dies folgt auch 
daraus, dass durch die Substitution A die reciproke Form von Z in sich 
selbst transformirt wird. 

Die Elementartheiler der charakteristischen Function, welche einem ge- 
schlossenen Wege in Bezug auf eine Differentialgleichung entspricht, die ihrer 
adjungirten gleich [entgegengesetzt gleich] ist, müssen paarweise von gleichem 
Grade sein und für reciproke Werthe verschwinden, mit Ausnahme derer, welche 


für die Werthe +1 Null sind und einen geraden [ungeraden] Exponenten haben. 


$. 7. Umformung einer Determinante. 

Da die Determinante ‚der Funetionen %,., %. ... %,_, In der Variations- 
rechnung eine wichtige Rolle spielt, so wollen wir sie etwas eingehender 
untersuchen. 

Sei b,, der Coeffieient von a;, in der nicht verschwindenden Deter- 
minante 2nten Grades a,, |, dividirt durch die ganze Determinante, und sei 
Y= 26,2% 
die adjungirte Form von Z, also ebenfalls eine alternirende Form. >eien 

ferner 
BB ir re - Fe „«. Bel) 
» unabhängige Werthereihen, welche paarweise Y annulliven. Dann be- 
haupte ich, dass je zwei Lösungen der » unabhängigen linearen Gleichungen 
ee) a, = 0 v=d, 1... nl) 
? 


die Form Z amnulliren. Denn vermöge der Gleichungen 
” ui __ u zn 
ae) Sb = 0 (w,r=0,l,... n—l) 


sind die Ausdrücke 
er) I Ei fat, 1... al; ul, L... a—l) 
P ER | 
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» unabhängige Lösungen der Gleichungen (e.), da 
(2) zu ya =0 (uv„v=0,1,... n—I) 


ist. Dureh Auflösung der Gleichungen (o.) ergiebt sich aber 
(Tr) "= a8 i, 


Multiplieirt man diese Gleichung mit zw und summirt nach «, so erhält 
man wegen (/.) 
(y.) Za.gal ai) == (), 

Da die durch die Gleichungen (6,) definirten » Werthereihen x{? unab- 
hängig sind, und da die » unabhängigen linearen Gleichungen (o.) zwischen 
2rn Unbekannten nicht mehr als 22—r unabhängige Lösungen haben, so 
ist jede Lösung derselben eine lineare Verbindung der » Lösungen (9.). 
Weil aber, wie die Formeln (y.) zeigen, die » Werthereihen (o.) paarweise 
die Form Z annulliren, so müssen auch, da Z alternirend ist, je zwei 
lineare Verbindungen derselben die nämliche Eigenschaft besitzen. Die 
rn Werthereihen (13.) annulliren: also auch dann paarweise die Form Z, 
wenn sie nieht durch die Formeln (o.) gegeben, sondern als irgend » un- 
abhängige Lösungen der Gleichungen (g.) definirt werden, d. h. die Glei- 
ehungen («.) und (?.) ziehen stets die Gleichungen (z.) nach sich (auch 
ohne Vermittlung der Gleichungen (o.) oder (r.)). Ebenso folgen aus den 
Gleichungen (y.) und (2.) die Gleichungen («.) (aber nicht etwa aus («.) 
und (y.) die Gleiehungen (9.)). Zwei Grössensysteme (13.) und (15.), 
welche durch die Gleiehungen (?.) mit einander verknüpft sind, habe ich 
adjungirte genannt (dieses Journal, Bd. 82, 8.238) und von denselben ge- 
zeigt, dass die Determinanten tea Grades des einen (2?) bis auf einen 
vemeinschaftliehen von Null verschiedenen Factor den eomplementären 
Determinanten »ten Grades des andern (y{’) gleich sind. | 

I. Wenn n unabhängige Werthereihen paarweise eine alternirende bilineare 
Form von 2n Variabelnpaaren mit nicht verschwindender Determinante an- 
nulliren, so annulliren die n Hteihen der ihnen adjungirten Grössen paarweise 
die adjungirte Form. 

Die Determinante zten Grades der Grössen 

(d) u) = Zt (uv=(0,1,... n—l) 


ı£ 
lässt sich nach dem erweiterten Multiplicationstheorem in eine Summe von 
Produeten je einer Determinante »ten Grades des Systems a“ und der ent- 
sprechenden des Systems x.” zerlegen. Die Determinante 
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() () (V)) 
Y%  Yı Yın-ı 
(n—1) „(n—1) (n—1) 
a UR Yı En Y;, 1 
(16.) 
d d, . I . Od). 
ne Ser. 


lässt sich nach dem Laplaceschen Determinantensatze in eine Summe von 
Produeten je einer Determinante n!*? Grades (des Systems a”) und der 
eomplementären des Systems y/’’ zerlegen. Da sich aber die Determinanten 


(vr) 


„ten Grades des Systems x’, wie die eomplementären des Systems y\ 


verhalten, so ist die Determinante „ten Grades x’, bis auf einen eonstanten 
Factor gleich der Determinante 2x!" Grades (16.). Zu demselben Resultate 
gelangt man, indem man (16.) mit einer Determinante 2»'e" Grades multi- 


A und deren » letzte Zeilen 


plicirt, deren » erste Zeilen von den Grössen U 
von willkürlichen Constanten ec‘ gebildet werden. Besonders bemerkens- 
werth ist bei dieser Umformung, dass die in (16.) eingehenden CUonstanten 
(15.) nieht durch die Gleichungen (?.) auf die Constanten (13.) zurück - 
geführt zu werden brauchen, sondern selbständig dadurch definirt werden 
können, dass sie paarweise die alternirende bilineare Form Y annulliren. 

In besonders einfacher Weise erhält man ein System von Grössen 
(15.), wenn man für @,. 2. ... a,_, das am Ende des 8.6 erwähnte specielle 
System von » unabhängigen Integralen wählt, deren keines in der Ent- 
wicklung nach Potenzen von zr— x’ eine niedrigere als die »!* Potenz ent- 
hält. Setzt man nämlich in (d.) e=r', so verschwindet die linke Seite 
dieser Gleichung, und folglich genügt man den Gleichungen (7.). indem 
man für y(’ den Werth nimmt, den a‘ für e= x’ annimmt (Mayer, dieses 
Journal, Bd. 79, 8. 257). Die so erhaltenen » Werthereihen sind unab- 
hängig. Denn wenn alle Determinanten n»!°" Grades dieser Grössen y\ 
verschwänden, so würde die Determinante 2! Grades a.) für r=r 
verschwinden, mithin x’ ein (wesentlich oder ausserwesentlich) singulärer 
Werth für die Differentialgleichung P=V0 sein. 


$.8. Ueber die zweite Variation der einfachen Integrale. 


C 


ig: Ir, Yy, ... y’)der 


ein bestimmtes Integral, das eine unbekannte Function y und deren Ab- 
26* 





204 Frobenius, über adjungirte lineare Differentialausdrücke. 






leitungen bis zur m'en enthält, « eine unbestimmte Function von z, & eine 
sehr kleine Zahl, und 





r . a y & 
/ fix, y+teu, y’+teu", ... yPD+eu")de = F+:G+- 5 H+--, 


also 
G=/ R(u) dx, H= / S(u, u)d«, 
wo 
| of B j o’f m ä 
R(u) = 5,05 P u, S(u, v)= 2 yayor PD uD'’v, 


ist (Vgl. Hesse, 1. e. 5.227 — 229). Ist R’'(a) der adjungirte Ausdruck 
ddes linearen Differentialausdrucks R (n), und R (u, o) der begleitende bilineare 
Ausdruck, so ist 


vRu)—uR(ve) = DRiu, v) 
und daher für e=1 
R(u) = uR(1)+DRiu, 1), 


/ 


wo 


{ -_ \ I, \ <= / y y of 2 
ist. Mithin ist 


G -/R ud - /' dRiu, 1 + fur 1)de. 


Daraus folgert man nun in der Variationsrechnung, dass das Integral 
F nur für solehe Funetionen y ein Maximum oder Minimum sein kann. 
welche der Difterentialgleichung AR’/1)=0 oder 


AI_pf_ıp_f 


u. (—1)” D" of Z 0 


eye") 


(17*.) 


oy Oyd Ä oy®) 
(renüge leisten. Unter y soll daher im folgenden die durch diese Differential- 
sleichung und die Nebenbedingungen des Problems bestimmte Function ver- 
standen werden (Hesse, 1. e. S. 229). 

Betrachten wir in dem symmetrischen bilinearen Differentialausdruck 
Sıu,e) die Funetion vo als unbestimmt, so sei S’ (a, e) der adjungirte Ausdruck, 
und S(a; e,w) der begleitende in vo und w bilineare Differentialausdruck. 
Beide Ausdrücke sind auch in Bezug auf « linear ($. 2). Vertauscht man 
dann in der Gleichung 


a.) wS(u, vo)-—eS’(u w) = DSu; ve, w 








v 


An 
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a mit vo und subtrahirt die ursprüngliche Gleichung von der neuen, so erhält 
man, da Sia,o)=S'v, u) ist, 
eS' (u, w)—-uS’ iv, w) = D[S(v; u, w)—S(u; v, w\). 


Daraus folgt, dass der Ausdruck S’ (a, w), wenn man für » eine bestimmte 

Function setzt und « als unbestimmt betrachtet, mit seinem adjungirten 

identisch ist *) (Vgl. den mühsamen Beweis von Hesse, |. ce. S. 233 — 239. 
I. Ist S(u,v) ein symmetrischer bilinearer Differentialausdruck, S'\. 

der adjungirte, wenn v als unbestimmt betrachtet wird, so ist der Ausdruck 

S’(u,v), wenn u als unbestimmt angesehen wird, mit seinem adjungirten identisch. 
Setzt man ®=1, so ist demnach der gr? 


18.) Sa == = (-1) D(- -D“ u) 


Oo rn y”) 
seinem adjungirten gleich.“*) Daher ist er von gerader Ordnung |22) und 
lässt sich ($. 5) auf die Form 
11) Pi) = AaAlu 

bringen. Setzt man in der Gleichung 

(4) vAlu)-uA(e) = DAlu, v), 
e=aA(u), so erhält man 

a(A(u)—uP(u) = DAl(u, aA(u)). 
Setzt man ferner in der Gleichung («.) =e und w»=1, so ergiebt sich. 





da S’(«,1) mit P{u) bezeichnet ist, 
S(u, W-uP(u) = DSiüa;: u,]). 
Durch Subtraetion beider Gleichungen findet man endlich 
S’u, u) = D|[S\iu; u, 1)-Alu, aA u)]+a(Alu))'. 
und daraus Jacobis Umformung der zweiten Variation 


19.) H = / "Stu u) de — f "als u;u,1)—Alu, aA(u)) + I a(A(u)) dx. 


re r 


®) Ist EEE u,) ein Differentialausdruck, der in Bezug auf jede der unbe- 
stimmten Functionen «,, “,, ... “ linear (und homogen) ist, so kann ınan zunächst 
u. allein als unbestimmt betrachten und den adjungirten Ausdruck S.(u,,... u) be- 
rechnen; darin wieder allein v, als unbestimmt ansehen und den adjungirten Ausdruck 
Sup ermitteln u.s. w. Die Relationen, die zwischen den Differentialausdrücken S,, S, 
Syßy> ».. bestehen, lassen sich durch das nämliche Verfahren finden, mittelst dessen 
der obige specielle Satz abgeleitet worden ist. 

=#) Da der adjungirte Ausdruck von D’u gleich (—1)’ D’u ist, so ist der von 
(—1)”D’(f,,D“u) nach dem Reciprocitätssatze &leich (—1)“ De (fur D’ u). Daraus er- 
giebt sich von neuem, dass der Ausdruck 2(—1)” ‘D' (fu, D“ u) seinem adjungirten gleich 


ist, vorausgesetzt, dass fu, = fu I8t. 
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Bedeutet y eine unbestimmte Function, so ist (17.) ein nicht linearer 
Differentialausdruck, dessen Ordnung höchstens gleich 2m ist. Setzt man 


in demselben für y eine Function zweier unabhängigen Variabeln z und A 
und differentiirt nach A, so erhält man 

wo) FO. ara — SL.) 

oh u,v oy)oylo) ch oh 

Da die Ordnung des Ausdrucks P(x) gleich 2 ist, so folgt daraus, 
dass auch R’'(1)in Bezug auf y von der 2xter Ordnung ist (Vgl. die Beispiele 
von Spitzer, Sitzungsberichte der Wiener Akademie, 1854, S. 1014 und 
1855, 8. 41). 

ll. Die Ordnung der Differentialgleichung (17*.) ist stets eine gerade Zahl. 

Ist „ das allgemeine Integral derselben mit den 2» willkürlichen 
Constanten Au. A. ... Au,_,. So sind die 22 Funetionen 


oy 


A, (e=0,1,... 2n—1) 


oh, 


(2 


linear unabhängig (Jacobi, dieses Journal, Bd. 23, S. 55 und 56) und be- 


I“ 


friedigen wegen der Identität (20.) die lineare Differentialgleichung P (x) =. 


Setzt man aus ihnen ($. 6) » unabhängige Integrale «,, a, ... #,_,ı ZU- 


sammen, welche paarweise den begleitenden bilimearen Differentialausdruck 
Piu,e) (=S(v; u,1)—S(a; e,1)) annulliren, so ist der Ausdruck A («) dureh 


die Gleichung (14.) und die Function a dureh (12.) gegeben. Ist ——.;; 

e> \ / OD oy m)? 
von Null verschieden, so ist der Grad der Differentialgleichung (17*.) gleich 
2m und 


Oo 
d = za 
$.9. Ueber adjungirte lineare partielle Differentialausdrücke. 
Die Beziehungen zwischen adjungirten linearen gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen lassen sich, so weit sie nicht die Integrale betreffen. 
auf partielle Differentialgleichungen ‚ausdehnen. 


Sind « und e zwei Funectionen von z,,... z,, so ist nach $.2, («.). 








h 


e 


dl 


h 
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ein bilinearer Dlifferentialausdruek von a und ® ist. Frsetzt man in dieser 


Ei . 
(Gleichung 
o’a+1! Tiny 
ua durch —, er 
oz al, or," 
“+1 
und 
2 a1. 
a Oo 
e durch (—1)"t-*”e-ı-— | 
OL ‚ox e-! 
a—| 
so erhält man 
at tyae Yat-.tr, tot Yan Yarrt tr 
pr e Ü c u N ER vt+..+V. 0 8 c u 
J er V en 2 r r ) r ’ P } 
orı'.. ‚Os « a1 Ox,° ...02," 0r1'...020° O0 et, .O" 
oo). 
I 


N 
> 


Nimmt man für « der Reihe nach die Zahlen 1. 2. » und zählt die be- 


treffenden Gleichungen zusammen, so ergiebt sich 


nv 4 + v ee 2 

o' ET, a cl oO Ya " #10} | Br 0, 
9 u (—]1 „tr - —— ai List 

2 nun Or." O8 ..: O8, or, O2, 


Ersetzt man endlich noch » dureh das Produet aus e und einer bestimmten 
Funetion . so findet man 


n? 
f av +... 3 j , 
oh ...". n u O n (A : y, ! ) ( R 1 'R, 
A, Im )—u (—1)’ age gr ) u 
OL... 00," 081 ..:O2u" oA OL, 


wo R,, ... AR, bilineare Differentialausdrücke von ® und oe sind. 
Ist 


7 
Alu) = ZA, 


' O8 ...O8u” 


ein linearer (partieller) Differentialausdruck, so heisst 


A'(u) = Z(-1)"t-t” | 


Or... OXy" 
der adjungirte Differentialausdruck. Zwischen diesen beiden Differential- 
ausdrücken findet man aus der letzten Formel dureh Summation die Be- 


ziehung 
oA,(u, 0) 


OL, 


(21) vAlW)-uA(e) = 3 


wo A,(w,e) v=1,2,...») » bilineare Difterentialausdrücke von x und o sind. 
Die Bedeutung dieser Gleichung beruht darauf, dass aus ihr umge- 
kehrt geschlossen werden kann, A’(«) sei der adjungirte Ausdruck von A (u). 











208 Frobenius, über adjungirte lineare Differentialausdrücke. 








Dies ist um so merkwürdiger, weil die bilinearen Ausdrücke A, (a, e) durchaus 
nicht bestimmt sind, sondern mannichfache Formen annehmen können. 
Der Beweis jener Behauptung beruht auf dem Hülfssatze: 
l. Sind A,, A,. ... A, lineare Differentialausdrücke von u, so ist in 
dem adjungirten Ausdruck von 
O: 
F 


— 


n 


oA 3A. 
+4... 


or, or, 


Sa 


der Coefficient von u gleich Null. 
Ist « eine bestimmte Function von z,. ... z,. So ist 


Oo / 
— 
OA or I 0X J ee On 


s . rtrst... +7, av, +1l+Yv.+..+37 
u \ oa 0 u 6) "u 
== u — dA . 
/ oO, Or! Am: «PA Amrıtl Dr: Im’ 
‚ . Or, OX2 ... On or; COX2 ... OL, 


DATE 
0 


Der adjungirte Differentialausdruck davon ist 


Bun u: ;* 
„YırYaır. 1 ee 
Bet) antreten 


(-1yrrtraf — a 

Os 00... O2, Or, 022.:. OB 
verschwindet also für «= 1. Ordnet man ihn daher nach den Ableitungen 
von #, so ist der Coeffiecient von « gleieh Null. Daraus ergiebt sich die 
obige Behauptung mittelst der Bemerkung, dass der adjungirte Ausdruck 
einer Summe gleich der Summe der adjungirten Ausdrücke der Summanden ist. 
Seien nun Aw) und B(a) zwei lineare Differentialausdrücke. und 
seien irgend wie » bilineare Differentialausdrücke C,(a,e) v=1,2,...n) 

so bestimmt, dass 


ve Alu)—uB(e) = =; 


ist. Zieht man davon die Gleiehung (21.) ab, so erhält man 
u(4'(e)—- B(e)) = & u Ar), 

Denkt man sich für o eine bestimmte Function gesetzt, so sind beide Seiten 
dieser Gleichung lineare Differentialausdrücke von «. Der adjungirte Aus- 
druck der linken Seite ist a(A’(e)—B(r).,. Im adjungirten Ausdruck 
der rechten Seite ist der Coeffiecient von « gleich Null. Folglich ist 
Bie)=A'(e). 

Wir können daher den adjungirten Ausdruck eines andern von nun 
an durch die charakteristische Gleichung (21.) definiren. Unmittelbar folgt 
aus derselben, dass der adjungirte Ausdruck von A'(a) gleich A(a) ist. 
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8 $. 10. Der Reeiproeitätssatz. 
. Setzt man in der Gleichung 


TER y „ OA,(u, v) 
(21) vAW)-uAle) = I-— (©) 


Z or, 
B(u) an Stelle von z, so erhält man 


| re JA,(B(u), v) 
vAB(W)—B(u) A (ev) = I Su? 


Or, 
Setzt man ferner in der Gleichung 
oB,(u, v) 


OT, 


eB(u)—-uB (ve) = F& 


A (ec) an Stelle von ®., so erhält man 
oB,(u, A'(t)) 


OL, 


A (ve) B(u)—uB’A (ev) = Z 


Dureh Addition beider Gleichungen findet man 


| o[A,(B(u), v) + B, (u, A'(v)) 

veAB(u)—uB’A (ev) = & 1A, | 
or, 

Folglich ist B’A’ der adjungirte Ausdruck von AB. 

I. Ist ein Differentialausdruck aus mehreren zusammengesetzt, so ist der 
adjungirte Ausdruck aus den adjungirten in der umgekehrten Reihenfolge zu- 
sammengeselzt. 
| oA(u) 


Der adjungirte Ausdruck von 
| ’ Or, 


ist daher 4 ( D " woraus 
Or, 
ersichtlich ist, dass in demselben der Coeffieient von # verschwindet. 

In der Gleichung (21.) denke man sich für #» eine bestimmte Funetion 
vesetzt, und nehme auf beiden Seiten den adjungirten Ausdruck. Bezeichnet 
man mit A,(a,e) den adjungirten Ausdruck von A, (a, e), wenn darin e als 
unbestimmte Funetion betrachtet wird, so erhält man 

(22) vAlu)-Alkw) = - ZA,(u, —) 
\ O2, / 
Aus dieser Gleichung lassen sich ähnliche Folgerungen ziehen, wie 


aus (D.). Hier wollen wir sie nur dazu benutzen, die allgemeinste Form 





der bilinearen Ausdrücke A, (a, e) zu ermitteln. Ordnet man den bilinearen 
Differentialausdruck A(vwe)—eA(u), der für e = 1 verschwindet. nach den 


Ableitungen von e, so möge sich ergeben 





> or . o’v n o°v 
Aw)—vAlu) = ZP, W——+ZP,.(w) r&P,asu 
/ \ N OT, r,u ( 'T, ( La ? a, i Or, or Or 


DV 
=] 


Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 3. 
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wo die Coeffieienten lineare Differentialausdrücke von x sind. Und zwar 


bedeute P,.+P,, wenn v und « verschieden sind, den auf irgend eine 


m. 


Alan. 2a en R 2 o% 
Weise in zwei Summanden zerlegten Coeffieienten von 3.3; P..+P...+P... 


o°’v 


den beliebig in drei Theile zerlegten Coefficienten von u. 8. w. 


or: Orx, 
Auch braucht man die obige Entwicklung nicht mit den Gliedern der 
höchsten Ordnung, die wirklich vorkommen, zu schliessen, sondern kann 
noch beliebig viele Glieder höherer Ordnung hinzufügen, in denen die ver- 
schiedenen Üoeffieienten der nämlichen Ableitung Null zur Summe haben. 
Dann wird die Gleichung (22.) identisch erfüllt, wenn man 

EN ms > . 

(23.)  A,(u,v) = P, (wo — ze I & n ui u PN 
setzt. Nimmt man aber in (22.) auf beiden Seiten die adjungirten Aus- 
driieke in Bezug auf v, so erhält man wieder die Gleichung (21.). Da ferner 
jeder beliebige bilineare Differentialausdruck in der Form (23.) geschrieben 
werden kann, so braucht man nur den angegebenen Weg rückwärts zu dureh- 
laufen, um sich zu überzeugen, dass (23.) die allgemeinste Form der n 
bilinearen Differentialausdrücke ist, die in die Gleiehung (21.) eingehen. 


$. 11. Prineip des letzten Multiplieators. 
Ich wende mich jetzt zur Beantwortung der Frage, wie sieh die 
oestalten, wenn 


Pe) 


Beziehungen zwischen adjungirten Differentialausdrücken 
an Stelle der unabhängigen Veränderliehen neue eingeführt werden. Zu 
dem Zwecke brauche ich die Jacobische Formel, welche dem Prineip des 
letzten Multiplieators zu Grunde liegt. Ich will daher in einer kurzen 
Digression eine neue Herleitung jener Formel mittheilen. 
Wenn der (totale) lineare Differentialausdruck 
a,dxc, +: +a,de, = Zadı, 
dessen Üoeffieienten Funetionen von z,, ... x, Sind, dureh Einführung von 
» neuen unabhängigen Variabeln in Za’dx’ übergeht, so verwandelt sich 


sleichzeitig der bilineare Differentialausdruck 


./ 08; 043 
(et. ) (Zada)—d(Zadz) = zi- _ )de, de, 
\ \ / a.B or 2 OLa / 
. x ca, el 1 \ . . .7. v . 
in >, —,, )de,dx,, und heisst daher «die bilineare Covariante des 
{ zZ 2 OF« , t 


\ 


linearen Ditterentialausdrucks (dieses Journal, Bd. 70, 8.73; Bd. 82, 5. 235). 
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Die Differentiale der ursprünglichen Variabeln sind mit denen der neuen 


dureh die linearen Gleichungen 
„0% 
> de, (a=1,2,...n) 


de = | 
} OX ) 


’ 
1 t 


verbunden. deren Determinante 


OL, 
= D 
0r5 
sei. Durch jene Substitution mögen (Vgl. Bd. 82, S. 279) die n—2 unab- 
hängigen Differentialausdrücke 
in a,.da+'-+a,de, (u=1.2,...n-—2 
von 7. T 


d,,ı de, + ER + Gun de, 


Seien a und ® unbestimmte Funetionen 


übergehen. zwei 


und sei 
ou ou 
OX, OL, 
oV or | 
W= | ®, | A —— 
’ "m O2. 08 
d,; d,, 
er da, 
Da A, =—A;,. und A. =0 Ist, so ist W ein alternirender bilinearer par- 
Bezeiehnet W’ die aus den transformirten 


tieller Differentialausdruck. 
unetionen’«, e und aus den Üoeffieienten der transformirten Formen analog 


vebildete Determinante, so ist 
W' = WD. 
2) betrachteten Differentialaus- 
Ist aber («.) eine ( 


I) 


Daher ist W eine Contravariante der (n— 


drücke (Christoffel, dieses Journal Bd. 70, S. 64 
variante und W eine Contravariante eines Formensystems, so ist (Aronhold 


dieses Journal Bd. 62 8. 339) 
| R od, cds cd, i A 
B) Je424,(e-—)= 84 6 is 
a 084 OL. Or; cr 
aus den Üoeffieienten dei trans 


we 


I 
denen der 


Invariante desselben: und wenn J' 
ist. wie J aus 


eine 
tormirten Formen ebenso zusammengesetzt 
gebenen, 80 Ist 
= JD. 
27” 
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Betrachten wir jetzt ein System von a—1 unabhängigen Differential- 
ausdrücken 
(7) a.daet-"+a,de, (u=]1,2,...n-—]). 


Dieselben haben eine lineare Contravariante 


ou ou 
or, Ox, | z 
| ou 
U 2 d;, . D . (d,, | — ZA, Te 
Ola 


in ee 
welche der ihnen adjungirte partielle Differentialausdruck genannt wird 
(dieses Journal Bd. 82, S. 268). Mit der analogen Contravariante des trans- 
formirten Systems ist sie durch die Gleichung 

(d) U= UD 
verknüpft. Ferner sind nach (?2.) die a—1 Ausdrücke 


.. oA ca 2 
J=3-——-—<——- (u=1,2,...n-]l) 
’ u ‚B o Au fh} OL «a i 


Invarianten des Formensystems (y.), und folglich ist auch ihre Summe 


oA oa 2 . oA. 
=2J), =323 - -— - =3- — 
[7 a u,ß oa OTı a Ola 


eine Invariante desselben, welche mit der nämlichen Invariante des trans- 
formirten Systems durch die Gleichung 
..) !=- 3» 
verbunden ist. Ist nun aber vermöge der angewendeten Substitution 
ou ou ‚ ou ‚om 
U=A 1 re A a = A WR pe A Bere 
l Fr + n Ö 1 =) eg + n or, 


oX, A 


so ist nach (d.) 


a ua 
U — (A,D) —+:+.+(A,D) Zi 
or, Or, 
und daher 
fr _ z_04D) 
er 
also nach (e.) 
a „ee 
O2, OL, 


(Jacobi, dieses Journal Bd. 27, 5.243. Die obige Herleitung ist eine Ver- 
allgemeinerung der Methode, durch welche Jacobi, 1. e. 5. 203, einen 
speciellen Fall des obigen Satzes begründet hat.) 
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Sind A,, ... A, lineare Differentialausdrücke einer unbestimmten 


Funetion, oder mehrfach lineare Ditferentialausdrücke mehrerer unbestimmten 
Funetionen, so sind auch 


5 OX, 
‚=24 >... (e=1,2,...n) 


lineare Differentialausdrücke. 
Es mögen nun die in die Gleichung (21.) eingehenden Differential- 
ee Alu), A(wu), A,\u,v) durch Einführung der neuen Variabeln in 
Pu), Qu) und A,(w, e) übergehen. Dann ist 
— OR,(u, l o(R,(u,v).D 


vePiu) -uQ (ve) = — E 
( Dr D Or, 


’ 


Q) 


wo R,(a, v) bilineare Differentialausdrücke sind, und die Substitutions- 
determinante D eine bestimmte Function von &,, ... x, ist. Multiplieirt 


ı 


. ® ee 
man mit D und ersetzt ® dureh 5; 80 erhält man 


veP(u)— u (o( r 23 D) — BE (R. (u, 5 ). D). 


x . . u . . 
Folglich ist QL 5). D der adjungirte Ausdruck von Pa). 


Zäürieh. im Februar 1877. 














A memoir on the double 3-functions. 


(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 


| resume my investigations on these functions: see my two papers, 
this journal t. 83 (1877) pp. 210 — 253. But it is proper ın the first in- 
stance to develope in a corresponding manner, the theories of the eireular 
or exponential) funetions, and of the single 9-funetions. 


Part I. Preliminary investigations. 
Starting from the differential relation 
. Ox 

Du = 
Ya—r.b—x 

between the varlables #, x, I write for shortness the single letters A, BD. 
(2 (instead of funetional forms A(a), Bu). 2a) to denote funetions of «. 
and I assume as definitions the equations 


and another equation to be presently mentioned: these two equations implv 


hetween A, B, (2 the algebraical relation 


’—B = 2 a—b 
Ditterentiating we obtain 
« « Le 
cA = 042.VYa— re -— Ya—-2.b—-rou. 
2yja—ı i 
that 1S 
cA = an Deu 
| hin 


and simmlarly 


whenee 





[ne 

a 

5 
R: 
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Proceeding to a second differentiation we find 


’ A I. 
Ei 20-90 duL1Ali 
0A = o 022g 022 0u4 Alcu 
b 1 
u MO. * 305s 1 1ıBil 
08 = og 02 0u ıDiou 
and thence 
ny « ) I nn) « s ) « 
AcA—- (04) = PL 202 — (062) +4(A’— B’) (ou 
1 
BoB-(oBb) = — 2072 —- (02) )+4(B’—-A’) (Ou 


To simplify these we assume (as the third equation above reterred to 
ARR-(IR} = 0, 


and the last mentioned two equations then become 
A0’A—(CA) = 4(A’—- BP’) (Ou)', 
Bco’B-(cBY = ı(B’—- A’) (ou), 
which several equations contain the theory of the functions A, B, 2: we 


have as their general integrals: 


A= 4Ae"Va—bled"tV + eritwto)) 
B= —-1A1e"Ya—b et) — eur)! 
2) = Ae'“, 
where A, 4, v are arbitrary constants; forming the quotients A:Q2, B:Q. 


and introdueine the notations eosh, sinh, of the hvperbolie sine and eosine. 
= ] 


also writing for simplieity v = 0, the equations give 


Ya-—xz = VYa—beosh iu, 
\‚b-xz = -Va-—-bsinh;u, 





which express the integral of the differential relation 
« OT 
eu 
Ya—x.b—x 
Instead of eonsidering in like manner the radiecal Ya—x.b—x.c—r, | pass 
at once to the radieal Ya—r.b—- r.c—r.d—r: and starting from the difte 
ventlal relation 


ou = 


1} 


and using the single letters A, B, C, D, (2 to denote funetions of «, ] 
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assume as definitions 

A = Ma-—ı, 

B= 2ıb-z, 

C= Mle-ı, 

D= 2ld-ı, 
and another equation to be presently mentioned. A, B, C, D are calleıd 
-funetions, and £2 is called the w-funetion. 

But before proceeding further I introduce some loeutions which will 
be useful. In reference to a given set of squares or produets I use the ex- 
pression a sum of squares to denote the sum of all or any of the squares 
cach multiplied by an arbitrary coeffieient: and in like manner a sum of 
produets to denote the sum of all or anv of the produets each multiplied 
by an arbitrary coeffiecient: in particular the set may consist of a single 
square or produet only, and the sum of squares or produets will then denote 
the single term multiplied by an arbitrary eoeffiecient. In the present case 
we have the quantities VYa—x, Yb—x, Ve—x, Yd-—-x, and the squares are 
a—ı, b—-xz, ete. which belong all to the same set; but the produets 
(meaning thereby produets of eo quantities) Yya—z.b— x, etc. are considered 
as being each of them a set by itself. A sum of squares is thus a linear 
funetion A+ux, and eonversely any such function is a sum of squares: 





a sım of produets means a single term vVYa—x.b—-xz (or vVYa—r.c—x, etc. 
as the case may be), and conversely any such funetion is a sum of produets: 
the eoefficients 4, «, v may depend upon or contain 2, and in differential 
expressions (Ca being therein eonsidered constant) the coefficients 4, u. vr 
mav contain the factor Cu or (Cu) — and if eonvenient we may of course 
express such factor by writing the coefficients in the form A0u, or Alcu 
ete. as the case may be. 

We may now explain very simply the form, as well ot the algebraical 
relations, as of the differential relations of the first and second orders 
vespeetively, which eonneet the funetions A, B, C, D. 

The funetions A’, 5b’, C, D’ are each of them a sum of squares. 
and hence there exists a linear relation between any three of these squares 
But the produets AB, AC, ete. are each of them a sum of products (meaning 
therebv a single term, as already explained); and hence there is not any 


linear relation between these produets. 
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Considering the first derived funetions 6A, ÖB, ete., these each eon- 
tain a term in 042, which however disappears (as is obvious) from the 
combinations AOB—BöA, etc. and, without in any wise fixing the value of 
2, we in fact find that each of these u pe is a sum of produets; 
the form is, as will appear, AOB—- BöA= el! Ye—x.d— a, =vCD, ete.*). 

Passing to the second derived functions and forming the eombinations 
A0’A- (0A), ete., each of these will contain a multiple of AP R— (OR), 
but if we assume this expression 20°2—(0f£2), = @&’M, where M is = (0) 
into a properly determined funetion of x, then it is found that each of the 
expressions in question AC’A— (0A), ete. becomes equal to a sum of squares, 
or linear function 2’(A+urx), viz. it is equal to a sum of squares formed 
with the squares A’, B’, C’, D’, 

The foregoing -— 

22-2’ = LM, 
where M has its proper value, is the other equation above referred to, which 
with the equations A = 2Ja—x, ete. serves for the definition of the functions 
A, B, C, D, 2; it may be mentioned at once that the proper value is 
M= 4(0W—2x0°+r(la+b+c+d)+z) 
where z is a constant, a as regards a, b, c, d, which may be 
taken = 0, but which is better put 
= a +b’+ce+d’—ab—ac— ad— be—bd— cd. 

For the proof of the formula, I introduce and shall in general employ 
the abbreviations (a, b, e, d) to denote the differences a—z, b—-r, c—-ı, d—r: 
the differential relation between x, u thus becomes or =©ulabed. ] use 
also the abbreviations 2L0’2—- (02) = VL, etc. 

We have 

AÖöB-BöA = R(yacöıb-ıIböra). 


the terms in 042 disappearing: viz. observing that ca=öb=-—ör, this is 
VW vb\- 
== -,0(7 .— )Oz, 
ni vb ya’ 
»a—b . 
= 42° Or; 
A jab 


*) It is hardly necessary to remark that «, v contain each of them the factor 
cu; and the like in other cases. 
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or observing that a-b=a-—b, and writing for Öx its value = Yabed Öu, 
this is 


AcB-— BoA — 1(a—b) A Yedöu, 


l 


— — Ka-b)RVe—x.d-xzou, 
which is the equation expressing AOB—BOA as a sum of produets: it is 
further obvious that the value is 
— —L(a—b)CD u. 
Proceeding next to find the value of VA, = AOC’A— (0A), = A’0' log A, it 
is to be remarked that we have in general 


APQ = PFAQ+Q’AP, 
and therefore also AP’=2P?’AP, and consequently AYP=%AP. Hence 


7 


P 
starting from A= 2ya, we have 
1 
AA = aAL2+R „Aa 
nn n ) g 2 p) n > 
where Aa=—a0’r—(0x)‘. Iassume that we have ARB=Q’M, = 1IS (cu), 


where S denotes a funetion of x which is to be determined: the equation 
thus becomes 


AA = 42 laS (Ou)’— 20°r— 2(ir)'); 
we have (Cx)’ = abed(ca)‘, and thence, differentiating and omitting on each 
side the factor Ox, we obtain 
202 = —(abe+abd-+acd+ bed), 
and the equation becomes 
AA = 442a(S+be+bd+ ed) — bed! (cu) 
which is to be simplified by assuming a proper value for S; in order that 
the same simplification may apply to the formulae for AB, ete. it is necessary 
that S be symmetrical in regard to a, b, c, d. 
Writing for the moment b’, ec’, d’ to denote b—-a, c—a, d—a re- 

spectively, we have b’, €, d=b-a, e—a, d—a, and thence 

bed’ = bed—a(be+bd+ed)+a(kb+e+d)—a, 
and eonsequently 

a(be+bd+ed)—bed = —b’ed+aıb+e+d-—a): 


hence in the expression of AA the factor which multiplies 4.2°(cw)' is 





in 
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a'S+a(b+e+d—a)—bied, 
viz. the expression added to S is 
(a—a)\(b+c+d—-a—2r). 
— a(lb+c+d—-a)— r(a+b+c+d+2r. 
Hence assuming 
Ss = —2r+rla+rb+c+d+z 
z a constant symmetrical in regard to a, b, ce, d, and which may be at 
onee taken to be = a’ +b’+c+d’— ab—ac— ad— be— bd— cd: then writing 
also A=b’+e+d—be—bd—cd, u=—bicd, =a—b.a—c.a—d, the ex- 
pression aS+a(b+c+d-a)]—b’c'd becomes =a4A+ u; and the sought for 
equation thus is 
AA, = A0A-(04), =42°. (al + u) (u) 
the equation in 2 being of course 
AL, = AIR (O2), = 4) 2r’+r(a+b+cH+d)+z (0), 
and the theory in regard to the second derivatives is thus completed. 
To adapt the formulae to elliptie integrals, and ordinary H and © 





funetions, the radical must be brought to the form Ie.1-x.1—kr. 
Writing for this purpose 


a,b,c,d=-FT,0,1- 


m: 
. . 2 N . . . FIT » 

substituting also -_ for a, and öAkl.A, iB (=V—1 as usual) for A, B 

respectively, we find Ya-a.b-x.c-—x.d—z=I\x.1-x.1-k'x, and then 


or 


20u = ——— ; 
Yze.1—x2.1—k’r 
and 
A=02, B=N2r, C=2yi-a. D= ıQVi-Rz, 


2 is in this case = A, a Y-funetion: and in the equation for V42, writing 
A in place of 2, the equation becomes 


nn n ? 2 >) ) ‚y 4(ou)' 
AOA-(0A) = 44’! 22° +2(-KP)+z) EL z 
. . D.4 ’ . 
viz. replacing 7; by a new constant, = 4 suppose and finally putting /= x, 


this is 
AOA-(0A) = A’i— Kr) (öu)”. 


28* 
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The differential equation is satisfed by z=sn’u, giving I-r=en’u, 
1-Az=dn’u; and the equation for A then is 

ÖlogA = (A—k’sn’u) (Ou)', 
or say 


Yu? k’fau [au sn?u 
A == Le ’ . ’ 


viz. by properly assuming the constants Z, A, we shall have A= Jacobi's 
‚ u Ä B C kD . . i 
funetion Qu: and then sna = g; enu=7, dnu=—-, which will give 
the ordinary expressions of sn, en, dn in terms of H, ©. 


Part II. The double 9-functions. 
Passing now to the double 3-funetions, and writing for a moment 





I 


YY = Ya-y.b—-y.e—-y.d—y.e—y.f—y, 


the differential equations which connect a, vo with z, y are 


on Or oy 
os = — +7 
YyX r yY’ 
= or yo 
FR: yoy, 


vX yY' 

there are here sixteen 9-funetions A, B, C, D, E, F, AB, AC, AD, AE, 
BC, BD, BE, CD, CE, DE, and an associated w-funetion 2 
shortness I use the single and double letters A, B, ... AB, ... 42, instead 


‚ where for 


of funetional expressions A(a,v), B(a,e), ... AB(u,e), ... 2(u,v), to 
denote funetions of the two letters (w,o). Writing also (a, b, ec, d, e, f) for 
the differences a—x, b— x, ete. and (a,, b,, &,,dı,e,,f,) for the differences 
a—y, b—y, ete. (whence YX = Yabedef and YY=Ya,b, e.dıie,f,) and # tor 
the difference 2e—y we have sixteen zy-funetions which are represented by 
ya, yb, ye, yd, ye, Yf, Vab, Vac, Yad, Vae, Vbe, \bd, Vbe, Ved, Vce, Vde 
the values of which are 


ya = Yaa,, (six equations), 


1 HS VI FS ' 
lab = 5 Vabfe,d,e, -Ya,b,f,ede , (ten equations), 





DV 
a 
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and the definitions of the sixteen 9-funetions and the w-funetion are 


A = ya, (six equations), 
AB = Qyab, (ten equations), 


and one other equation to be afterwards mentioned. 

I call to mind that in a binary symbol such as Yab, it is always f 
that accompanies the two expressed letters a, b: the duad ab is in fact an 
abbreviated expression for the double triad abf.cde: and I remark also that 
I have for greater simplieity omitted eertain constant factors which in my 
second paper above referred to were introduced as multipliers of the fore- 
soing functions ya, ... Yab, ... I remark also that to avoid eonfusion the 
square of any one of these functions ya or Yab is always written (not a or 


ab, but) (ya) or (Yab)'. 
I use © as a symbol of total differentiation 
dA» dA . 


0A= ou od. OA= 
du r dv ’ 


d’Aa yet 92 d’A „— as d’a . 2 w 
—-(Ou) +2 cuov)- oc), ete, 
Br,‘ r dudv / Te 


moreover I consider Cu and ©v as constants, and use single letters A, Z, ete. to 
denote linear funetions @&öu+PpCe, or quadrie functions a(Cu)+2Pouoo+y(ör” 
(as the case may be) of these differentials; thus in speaking of AOB— BoA 
as a sum of produets, it is implied that the eoefficients of the several pro- 
of AOCA— (CA) 


as a sum of squares, it is in like manner implied that the eoeffieients 


duets are linear functions of Cu, Ce; and so in speaking 


of the several squares are quadrie functions of Cu, ©v. 

An zy-funetion is simplex, such as ya, or complex such as Yeab; 
the square of the former is aa, =a’—a(r+y-+.cy, which is of the form 
,»+u(z+y)+rvaey; the square of the latter is 

= . abfe. dh, +a,b,t,ede—2yAY,, 
e e ae 4 
where observe that the irrational part — gV/AYıis the same for all these 
1 
0° 
into a rational funetion of xy: this rational funetion in fact divides by 9, 


squares: so that, taking any two such squares, their difference is = 


the quotient being a rational and integral funetion of the foregoing form 


,+u(e+y)+vay. Hence selecting any one of the complex funetions, say 
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Yde, the square of any other of the complex functions is equal to the square 
of this plus a term A+u(2+y)+ray; and hence the square of any function 
simplex or complex is of the form A+u (@+y)+raey-+o(Vde): this being 
so, the squares of the zy-funetions may be regarded as forming a single 
set; every sum of squares is a function of this form A+u(c+y)+razy+o(Vde)”: 
and conversely every function of this form is a sum of squares. 


A sum 


of squares thus depends upon four arbitrary coefficients 4, u, v, oe; and we 
may in any infinity of ways select four out of the 16 squares such that 
every sum of squares can be represented as a sum of these four squares 
each multiplied by the proper coefficient; say as a sum of the selected 
four squares: in particular each of the remaining squares can be expressed 
as a sum of the seleeted four squares. It appears by the first of my papers 
above referred to that there are systems of four squares connected together 
by a linear equation: we are not here concerned with such systems; only 
of course the four selected squares must not belong to such a system. 


We have the products of the zy-funetions, where by produet is meant 


ab. ac. ete. 


a produet of two functions. 
but distinguishing these according to the radicals which they respectively 
contain, they form 30 different sets. 


yelae 


which four expressions 
written down may be called the set af, and the fifteen sets are of course 


Again we have 


yayb 
Yacybe 
YadYbd 


YaeYVbe 





— 


‚dfee,+tdıfice) _.. 


The number of products is of course = 120, 


Thus we have 


= 4 brafb,e.d,e, —biYa,fıbedel, 
1 

u 
1 

= Zi .. —d, .. |, 
7 | 

u u i —e, . |, 


form a set. and there are 15 such sets. The set 


Yaba,b,. 


(efdhe,+c,fide)yaba, b,— (ab, +ab)Yedefe,.d,&f,|. 


efd,e,+e, f,de) os De, .. 2. |, 
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which four expressions form a set, and there are 15 such sets: the set 
written down may be called the set aba,b,, and the fifteen sets are of 
course aba,b,, aca,e,, etc. The 15 and 15 sets make in all 30 sets as 
mentioned above. 

The expression, a sum of produets, means as already explained a 
sum of products belonging to the same set; and there äre thus 30 forms 
of a sum of products. "The produets of the same set are connected by 
two linear relations, so that selecting at pleasure any two of the produets 
the other two produets can be expressed each of them as a linear function 
of these; hence a sum of produets contains only two arbitrary coeffieients. 

Reverting now to the equations A= 2ya, etc. we see at once the 
form of the algebraical equations which eonneet the 16 9-funetions. Every 
squared function A’, ... (AB)', ... is a sum of squares, whence seleeting 
(as may be done in a great number of ways) four of these squared functions, 
‚ach of the remaining 12 squares is a sum of these four squares each 
multiplied by the proper coefficient; or say it is a sum of the four 
selected squares. And in like manner the 120 produets of two of the 
16 functions form 30 sets, such that seleeting at pleasure two of the set, 
the remaining two of the set are each of them a linear funetion of these. 

Considering the first derived functions CA, OB, ... ©AB, ... each 
of these contains a term in 042; but 042 disappears (as is obvious) from 
the several combinations /CJ—JCI (I write / and similarly J to denote 
indifferently a single letter A or a double letter AB): and, without in any 
wise fixing the value of 42, we in fact find that each of these expressions 
is a sum of produets. 

Passing to the second derived funetions, and forming the combi- 
nations AC’A— (0A), ete. or to include the two cases of the single and the 
double letter, say IO’I—(cT), each of these will contain a multiple of 
20°2—(002); but if we assume this expressiin LECR—(CHN, = (FM, 
where M is a quadrie function of Cu, Co, the coefficients of (Ow)', Cuoe, 
(Ce) being properly determined funetions of xy, then it is found that each 
of the expressions in question /C’I—(CT)' becomes equal to a sum of 
squares. 

It is to be observed that M is not altogether arbitrary: the equation 
as containing terms in (Ow)’, Ouöe, and (Cv)', in fact represents three partial 


differential equations, which for an arbitrary value of M would be incon- 
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sistent with eachother: it is therefore necessary to verify that the value 
assigned to M is such as to render the three equations consistent with 
eachother, and this will accordingly be done. 

The foregoing equation 

2RQ2—(02’ = FM, 
where M has its proper value, (or say the three partial differential equations 
into which this breaks up) constitutes the other equation above referred to, 
which with the original equations ‚A = (2ya, etc. serve to define the sixteen 
9-funetions and 22. 

The remainder of the present memoir is oceupied with the analytical 
investigation of the foregoing theorems. Although the mere algebraical 
work is very long, yet it appears to me interesting, and I have thought it 
best to give it in detail. 


The analytical theory: various subheadings. 
The equations 


e ox ey 
cu= — —ı—, 
x 1Tyı 
ö or a 
er . 
yX y} 
give 
RER VORRER. ne ZUR Du 
yX ER / Yc 9 vY . OU TC £) 


which determine Or, öy in terms of Öu, ©v. A different form is sometimes 
eonvenient:; writing 0® = O©o—aöu, and recollecting that a, a, denote a—ı, 
a—y respectively, the equations become 


döx döy 


X = (0oW-+Aa,ou, -Z = 0@-+taou. 


Expression for Oya. 


We have 





r r Be nn 1 n nn 1 r en R 
oya= oYaa, = —— (a0oa, +2,04) = — —  — (a0y+a,0r) 
2VYaa, 2Vaa, 
1 1 ( / r n /vwv,ır N .\ 
= — aY Y(oe— zöu) -a,YX(oöv— you)! 


2Vaa, 0 
or for yX, yY substituting their values Yabedef, Ya,b,e,d,e,f,, this is 


| f PR ze Erz " [a nn x / : = 5 ra > [a nn 
ya = 5, Vab,ed,eif, (de—zou)—Ya,bedef(öo—you)), 


Oi 


and by the mere interchange of letters we can of course find Oyb, ete. 
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Expression for OYab. 


We have next to find 


. / n 1 ve » . 
oYab = 0. Yabfe,d,e, —Ya,b,t,ede!:: 
here 
r Pa ‘ 1 r a rn ' ö a « r } 
= 0r-—-üy, = 7 Yabedefloe—ycon)+Ya,b,ea.d,e,t, (de — zöu) 


and consequently OYab contains a term 


od —— 
ZZ Yabfe,d,e, —Ya,b,t,cde 


which is 
1 ( » Er a i “; ._ » [2 #‘ 
= Gr —abfYedeec,d,e,+cde Yabfa,b, ft) (oe — you 
+(—e,d,e,Yabfa,b,f, +a,b,fiYedee,d,e,)(Oe— zöu) 


or what is the same thing 


1 ru a de — 1 2 > a t ’ 
au. Nabfabıfı( cde ER da — edey+c,d,e,x 


;; 3 9 cu) 
ER —abf+tabf, - abfy—abfr. \ 
+VYedecdie,( er -00+ f IL u), 
NOW 
ede—ede Ä Ä ? 
a a u — (ed+ce+de)+(c+d+e)\(e+y)- a —-ay-y, 
—edey+tede.: | 
| ı T — ede—(c+d+e)ay+ay(c+y): 


with the like formulae with a, b, f instead of e, d, e. Hence the foregoing. 


or say the first, part of Olab is 


- n Yabfa,b,f, (/—(ed+ce+de)+(c+d+e)(c+y)-a’—ay— y\ör 
+} ede—-(c+d+e)zy+zy(c+y)!öu) 
+Yedeo,die, (| , ab+af+bf —(a+b+f)\(ce+y)tae’+ay+y’lör 
+j-abf+(a+b+f)ay—-ay(c+y)|öu)]. 
T'he other or second part of OVab, using for shortness an accent to denote 
difterentiation in regard to x or to y, according as it is applied to a funetion 
of x or of y, is readily found to be 


1 / 1 » ( ! « u n n« 
= 9: Yabfa,b,t, (j—(edeY—(e,die,)/ce+! ylede)+x(c.d,e, ou) 


+Yedee,d,es,() (abf)+ (abi) oe +/— ylabf)— z(abf,)) u). 
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Hence uniting the two 'terms so as to form the complete value of OYab, 
we have first a term s Yabfa,b,f,Öe the eoefficient of which is 
= —(ced+ce+de)+(c+d+e)(ce+y)—a’—- ay—y’ 
) ‚(ede) + (cd, &) |; 
this second line is 
= cd+ce+de—(c+d+e)(c+y)+32°+3y, 


or the eoeffiecient is -Az’+ay—iy', = —46'; the term is thus 





— 4Yabfa,b,f, Or. 


@ 5 1 / er \ n . . . . 
Secondly a term in gi Yedee,d,e,©o which is in like manner found to be 





— —tIYedec,d,e,0v. 


Thirdly a term Yabfa,b,f,0x the eoeffieient of which is 


1 
0° 
— cde—(c+d+e)ay+r’y+ xy’ 
+4/'y(ede)’ +2 (e,d,e&)|; 
this second line is 
— —(ed+ce+de)!(z+y)+(c+d+e)2azy—Izy—3ey, 
and the coefficient is thus 


= 4/2cde—(cd+ce+de)(ce+y)+(c+d+e)(e’+y’) —x —y’ 


— (c+d+e)(z -y)’ + —-zy—-ıy Hy), 
which is 
= 4ecde+gd,, (le +d+e)" ++ y)6, 


or the term is 


-jede-+cde | | . 
— !Yyabfa,b, | TE — (c+d+ e)+a+yüu. 
» . 1 ia = n . . > . " 2) 
And fourthly a term in 55) edee,d,e,0a which is in like manner found 


to be 


abf+abf, 
= —4IVcdec,d,e, er a 


Hence combining these several terms we have finally 


-—(a+b+N)+c+y! ou. 


; ———[l » cde+ce.d.e 1 
chab = Ayabfa,bif, + ( Tr, "-c-d-e+z2+y)öu 


ws 








- 2 abf--abf =, 
+4 Vedendie, | -00—( tab f+r+y)Jöu]; 


and by the mere interchange of letters we can of course find © Vac, etc. 
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=] 


Expression for AOB— BöA. 
Starting now from the equations A= 2ya, B= (2yb we obtain 
AOB- BOöA = \yaoyb— yboya 


sur; ae , a 

= = d (Vaa,jlba,cde,t (de—zou)— Ib,acdef(öv — you) 

— Ybb,/Yab,c,d,eif, ( Ben ‚—Ya,bedef( &. }), 

192° | Er . | . 

m (a,—b)Yabe,die,f, (Oe—xzou) — (a —b)ya,b,edet(ör— ycu)!, 

or since , —b,. =a-b, =a-—b this is 
A u ı 92° Bi 
AOB—-BOA = *,-(a—b)iVabe,.d,e,t, (Ce— zn) —Ya,b,edet(ör — you)! 


d 
which is a sum of products of the set ab: in fact the four produets ot 


this set are 


fMab = . fYabe,de,f; — f\Ya,b,edef!, 
jclde = z i—C " +6; r 
ydYce = > '—d a. +d, " 5 
jelcd = : ie en +6; 


choosing any two of these at pleasure, for instance the first and second: 
multiply by ©e—cou, Ce—fcu and add, we have 
E; 


(v- cou)yfYab = 7 (oe — cou) fFYabe,d, et; —(öe— con) f,Ya,b,edef 


« .r \ 1 « [2 « " " 
+(coe—fou)yelde = —(0e—fou)e n +(ce— fou)e, 
where the coetficients f(©® — eou) — e (Ce — fCu), and f, (Oe — ecu) — ec, (ör— fon). 
by substituting for f, e, f,, e, their values become = (f-e)(öe—xöu) and 
(f-e)(öv—ycu); and the expression is thus 


u Ü “ r P. f2 s » « « 


Reverting to the original expression for AOB—BOA, it may be re- 
marked that if we write öe—aou = 608, ©v-—-böou = 00, then 

(a—b)(öe— ou) =aco—hoa, (a—b)(ce— you) = a,00- b,0®, 
and the formula thus becomes 


, o 
- 


A0oB—-BcA = # ” Vabe,d,e,t, (a00o —boo) —Ja,b,edef(a,00- b,0@)), 


PATE 
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but I shall not in the sequel use this formula, or the notation Oo — böu = 00 
introduced for obtaining it. 





Expression for AdAB— ABOA. 
Starting from the equations A= Qya and AB = Ryab, we have 
AOAB—- ABOA = R\yaoYab—Vaböya!, 
where the term in |} is 
ae —— cde C, d, e n 
= Yaaı|[4 Yabfa, bif, öv+(- s. u —e-d-e+2+y)öu, 


+ Iyedee, d, €, \-00-(- aut+an a -—a-b-f+z+y)öul| 


 . ie Er ur a » nn nn r ER; an [a 
;‚ Vabfe,d,e,—Ya,b,thede)[Yyab,c,d,e,t,(&e—xzdu)—Va,bedef(öe—yön)). 


Fun 





a 
tr 


To reduce this I write Cooe—acu = 0@, and therefore de — zöu = O@-+alu, 
ov—ycu=Cc@-+a,ou; then for convenience multiplying by 26°, the term is 
= aaybtb,t,} Moa+la—c—d—e+r+y)®+cde+c,d,e]öu! 

+Yacdea,c.d,e, -Hcao-+[ (b+f—-z—-y)®—abf—ab,f]ou) 
— (Yabfe,d,e,—Va,bit,e de)! Yabads,f, Co+acn)—Vabedef(öo+ta, cu). 
T'he last line hereof ıs 


A Prı pı , r a En Pr 
Ybtb,t, -ac,d,e, (0O@+aca)—a,ede(0ö@+ta,0n! 


) 


\ 


+Jacdea,c,d,e, | b,ft, c@+aca)+ bfica+a,ca)!. 
Hence we have first a term in Yaedea,c,d,e, the eoefficient of which is 
= - #68 + [(b+f-z—y)H®—abt—abf])ceu+bt ca +acun)+bifc@+acu), 
viz. this is 
= co(—H#+b,fh+bf)+0oul—-(a-a)(bf—bf)+ b+f-r—y)0), 
where (b—b,)(f—-f,) = #, that is ea — bf, +b,f, also 
(a—a,) (bf— b, f,) == b+f-x2—y $, 
or the eoefficient is = (bt, +b,f)0@: viz. the term in question is 
— Yaedea,c,d,e,(bf,+b,f)c@. 
We have then secondly a term in Ybfb,f, the coefficient of which is 
= aa, HCa+[la—c—d—e+r+y)®+cde+e,d,e]ou 
—ac.d,e (ö@+tacu)—a,cde(c®-+a,0u), 





DV 
IV 
u 

— 
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viz. this is 
— (aa, -ac,de, —a,ede)c® 

+[aa, (a—c—d—-e+r+y)9®+(a,cde—ac,d,e,)(a—a,)]Ou. 
We have a-—a, = —#, also a,cde —ac.d,e, 
—=dicede—a(cd+ce+de)+(c+d+e)[ac+y)— ayl— az’ +ay+y’+ay(lc+y), 
where the eoefficient of @ is 
—= —(a—c)(a—-d)\(a—e)—(c+d+e)|@ —a(c+y)+zy] + (a+2c+y)[a—a(c+y)+ry], 
viz. it is 

= —(a—c)(a—d)(a—e)+aa,(a—c—d—e+r+y). 
Hence the coefficient in question is 
— (aa, —-ac,d,e,—a,cde)o@+[a— ec) (a—d)(a—e\H ou, 

and the second term is = Ybtb;t, into this coefficient. 

Hence, observing that the whole has to be multiplied by 
we find 


ı / » » « 
AcAB-—-ABCA = gi; 2'yacdea,c,d,e,(bf,+b,f)c® 


+Ybfb,t, (aa, d—ac,d,e, —a,cde)0@+(a—e)(a—d)(a—e)#üu]), 


where I retain 0® in place of its value, = öe—aou. 
This is a sum of products of the set bfb,f,: we in fact have 


1 3 a 2 — 

YaceYde — r bf,+b,f)yaedea,e,d,e, -(acd,e, +a,c,de)Ybtb;f,!. 
} ad) ce — .. .. “. ad C; C, -} A, d, Ge, 
Vaelcd = „| N, = — (aec, dh, +a,e, cd 3 
vbyf= „| +6 gr? 


and seleeting any two of these, for instance the first and the fourth, the 
eoeffieient of 2: 12° is at once seen to be of the form C®@YacYde+Kybyf; 
and for the determination of K we have 
—acd,e,—a,c.de)@+K 6 = (aa,W’—ac,d,e, —a,cde) o@ + (a—ec)\a—d)\ a—e\H ou, 
viz. this gives 

KO = jaaa"+(ce—e,)(ade, —a,de)coo+(a—e)(a—d(a—e)P ou. 


We then have 


(e—c,)(ad,s,—a,de) = H-aa, +(a—d)(a-—e)|, 
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the whole equation divides by #, and for 6@ substituting its value, we find 


K = (a-d)(a—e) (öv—cöu). 


Expression for ACOAB— ABSAC. 


Starting in like manner from the equations AB= QYab, AC= RYac, 
we have 
[| 
ACCAB— ABOAC = > 2° into 


ede- c, d, e, EBr: u 
7 " 


TER RE 3 n abf+a t u. 
+} cdec.die,| -0@+( b+f x-y- ku. ji ou] 


Vacfacıhı| ö@la-b-deraiy on 


0 N rabfanbıt| S@rla-e-d-erarys- 
( Vaectb,d,&,-Va,c,fihde) 


ee u 7 





7 a WE 
* 


-(-Yabfe,d,e,-Va,b,t,cde) 





Be e 


Vbdebde[-00 era ER You 


en 
which, omitting the factor —-42°, is 


EN ss user, arm ıl » ede+c,d,e 
; afb,Ybea,d,e,tj-a,f;bYb,c,adef || 0® :(a- e-d-e+x+Yy+ - U 


9 u 


er p nn u r 
+; edie,Yb,c,adef -c,deYbea,d,e,t,|] -0@+ 





-'-afe, Ybea,d,e,fj+a,f,cV b,e,adef | o@+[l a 


Pr 
b+f-x2-y- — ou 
Ew 








u ww Bi> .. ach, 
bde,/ b,e,adef +b,deYbea,d,e,f,! -98- ou u 


and here the whole eoeffieient of 6® is 


= (b,—e,)(af—de)Ybea,d, ef; —(b-e)(a,f, —d,e,)Yb, ce, adef, 





viz. observing that b,—c,, = ec, =b- ec this is 
(be) ![af—de—(a+f—-d—e)x]V be a,d,e,t;— [af—de— (a+ f-d-e)y|Yb,c,adet). 
or what is the same thing it is 
= (b-e)![-(a—d)(a—e)+(a+f-d-e)a]VYbea,d,ef, 
— [— (a—d)(a—e)+(a+f—d-—-e)a]Yb,e,adef.. 


The eoefficient of ©u contains the factor Ybea,d,e,f, multiplied into 
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cde-+ede, ) 


atb,(a-c-d-e+r+y+ FL 


i abf+abf, 
— c,de( b+f-c—-y-— = Ä ) 


bde+b.de, \ 


-afe, (a-b-d-etatyr 


act+aecf, ): 
n° ’ 


+b,de( ET A uk Are 
here the terms divided by #° destroy eachother, and the expression of the 
eoeffieient of Ybea,d,e,f, becomes 
— (b,-c,)[affa—d—e+r+y) +de(f—r—y)]+(af—de)(be,— ch,), 
or since bb — ec, =b-e, be, —chb, = -(b—e)y, this is 
= (b-c)[affa—d—e+zxr+y)+de(f-e—y)—(af-de)y] 
which is 
—= (b-e)[affla—d—e)+def+(af—de) x] 
and is readily reduced to 
(b—-c)[(a—d)(a-—e)f-(a—-d)\(a—e)z]), = (b-e)(a—d)(a-e)f, 
viz. the coeffieient of 0a eontains the term (b—- ec) (a—d)(a-e\fYbea,d,e,t, 
There is a like term —(b-e)(a—d)(a—e)f,Yb,e,adef, and the two terms 
together form the whole coefficient of Cu. 
Hence restoring the outside factor 2 we have 
ACCAB-— AB& AC 
= : 2(b-c) IL (a—d)(a—e)+(a+f-d-—-e)alYbea.d,eif, 
— [—(a—d)(a—e)+(a+f—d—e)a,]Yb,c,adef c® 
+(a—d)(a—e)fVbea,d,e,f,—tYb,e,adefc «|. 


where as before I retain 0® instead of its value. = Öde-—-aoun This is a 
sum of products of the set be: the produets in fact are 


ER 2 1 
yaYde = 5 —al/bea.d,et,;+a,Yb,c,adefl, 
YdYae = „|—d 2 +d, ER ? 
veVad = „ ade - Ar + 6, 4. . 


ee an ae 
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whence observing that a—f, =&,—f,, =a—f and therefore 


a—f, 


7 Ybeade,—Yb,c.adef|, 


yaYde+yfibe = — 


it is elear that the term in question is at once expressible as a sum formed 
with the produets yaYde and yfYbe. 

It is to be remarked that there are 15 expressions such as AOB— BöOA, 
and 45 expressions such as ACOAB—-ABoAC; and that each of these 
15+45 =)60 expressions is a sum of produets of a set such as ab: and 
that there are also 60 expressions of the form AOAB—ABOA, and that 
:ach of these is a sum of produets of a set such as aba,b.. 


Expression of LER — (OL), =4MR?. 
We assume 20’2—-(02) =4Mf2, where M is a quadrie function 
of ©u, 00; suppose 
M = Alöu)’+2Böouooe+K(öe). 
It is to be noticed that the A, PB, C are not all of them arbitrary funetions 


u o’8 o82)’ du 
of (z,y) or (u,e); we in fact have 4+MN = 9 AU a — 0'log2; and 
hence A, ®, € satisfy the conditions 


dA dB AB de 


dv du’ k& du 


Taking A, ®, € as funetions of z, y, these become 


eng ” 6% \YY 


ı de dy dy 
dB dE\_./< dB dEN <<; 
= Eu er A d zn { en 
G Y nV X Fr- ‚Hr 


Putting for the moment 


,=a+b-+ec, o=d-+e+f, p=14+0, 
ab+ac+be, o=de+df+ef, g=u+o, 


v = abc, t = def, r=v+T, 


u 


I found it eonvenient to assume 

C = -2 8 +ay+y)+ple+y) 
where observe that p, =a+b+c+d-+e+f is symmetrical in regard to the 
constants a, b, c, d, e, f£ And then, € having this value, there exists (as 
is seen at once) a value of B, = 2(@’y+zy’)—pay, for which 
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dB de dB de 

1; N tr ee. 

dx rY dx dy y dy 


and which thus satisfies the second of the above-mentioned eonditions. 
Assuming now 
A= —-2ry +gay-r(cH4y)—uo+0O 
where © has to be determined so as that the first of the same eonditions 
may be also satisfied, then substituting this value of A, we have 
f de - de) 
(pp ++ ZWX = (22° pet ger + A) vY, 
" ‘ dx / \ dy 
that ıs 
dY\_ / ., do - 
d.ır / dy 


viz., in the terms in !ependent of © writing for yX, YY their values, this is 


a - ; : I - dl - 
(abe +def)Ya,b,e,d,e,t, — (a,b,e, + det, Fabedet =niR- ‚Yr=dO. 
dx dy 
or what is the same thing 
. . : IQ E de j 
— (Yabea,b,e, — Ydefd,e,f,) (Ydeta,b,e, — Yd,e,t,abe) + T ‚X — a1 Y— 0. 
L «dıy 
But treating © as a function of «, oe, we have 
d9 dG de dOG dy 0 u: v) 
de dx d dy do ? er ET dy ii 


®: 
also Y de = 9 Ndefa,b,e,—Id,e,t,abe); and we thus reduce the equation to 


de) 
— (Yabea,b, e, —Vdetd,e,t,)Yde + n = Ü, 
«U 


But, referring to the EXPrESSION tor cVab, we have by a mere interchange 
ot letters 
d 
dv 


and the formula thus becomes 


Vde = —!(Yabca,b,c,-Vdetd,e,;f,). 


d de 


») > © ()- 
2V de An de - = | 
eonsequently 
l Ä <r 
=-—-(Yde?. = - ne (A bed,e,t, +a,b,e,def—2yXY) 


and the value of A thus is 


"IV 


> E— 7 —-abed,ef—a,b,&det+0X—2ry’+gay—r(c+y —uo)|+ 5: aE, 
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or as this may be written 
| ' ' _ in ne a &; 
A= ,(abe-abie, det— diet,)—22y’+gay—r(c+y)— uo— FERN, AÄ-V/ 1. 


Here 
abe-a,b,e, = v— ur+)2 —e)— (r— uy+Hiy—y), 
= d)— u+4lc+y)- (re +ery+y')]. 
and similarly 


det— die; ? = 0 -o+op(tH Y) — (= es .; Y ]; 


the expression of A contains therefore the terms 


u—klaty+et+ayty)[o—olaty)ta+eyH+y) 


> 


- uo—r(ct+y)+gay—2cy, 
viz. for r, 7 substituting their values v- T, UO these are 
= — (ug F0A+Vv+T)(c+ty)+(luto+klo)c+y 
-A+o)erty)\ataeyty)tieteyty)— 20 y”. 
The eoetfieients u 0 +0A+Yv+T, u+60-+49, 4+9 are in fact symmetrical 


tunetions of a, b, c, d, e, f, viz. writing 


A, =a—e.b—x.c—ı.d— r.e—-ı.f-r, 
A—Be+tcz—-DEe+Er— Fette, 
that is 
= abedef, B = Zabede, c= Zaded, = Zade, E= Zab, Fr = Da, 
a+b+c+d-+e+f, which has in fact previously been ealled p), we have 


LO -04 -Vv—17 =D, UTOTAKOZ=E, „+-O=F, 


and the terms are 


+ 


-. 
“ 


z+y)p—ElEHTY)TF zy+ty)terzeyteyt2ey ty 


viz. we have 
| - u. 
A=-ı Yı'X—YY) 


De 


u f 2 N » E- a a » = “ ws „rt he ») > E .2 BE -) 23 2 2 
— (c+y\pD—E(e+y)+r(at+eyty)tietäeytreytäryr+y 


a, 
a} 
a 


and to this I join the foregoing values of D, €; viz. writing F in place 


ot p, these are 


ye 


ı = —rey+r2laeiytey 
EC = r(e+y)-2(T+ay+y 
where it will be notieed that the values of A, DB, C are all of them sym- 


metrieal in regard to the eonstants a, b, c, d, e, f. 
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I recall the original form of A, viz. this was 
A=— u0o—r(e+y+gaey-2ry — Vde 
— — (ab+ac+be de+df+ef abe def (x -+y 
ab+ac+bce+de+df+efay—-2xy’— (Vde 
A,-(Vde 
suppose; and that A, D, EC denoting as above, we have 
M=A(ou’+2Bouor+Clor, 20°2-(02 ıIMAL. 
For the subsequent ealeulation of AC A-(CA, it is eonvenient to trans- 
form this expression by introdueing therein C® in place of ee. and a. a 


in place of x, y. We have 


M Au—(Vde) (ou +2Bcou co -+acu +l(co-+tacu 
A — |) de cu er 2 u a7 ! “ ( (D 


suppose,. where 


 — C 
Ry B-+al., 
2 - A, t2ad+ac 
Writing r=a-—a, y=a-—a, we find 
CE = —ba’+2ar +ba—r)\a+a,—2ataa,-ta)) 
FR = 4a-a’r+(—ba’+tar\(ata)+2ala’+a Sa—raa,—2ata,taa 
A,= —(ab+ac+be)ide+df-+ef 
—(abce+def) 2a-a—a, 
+iab+ac+bc+de+df+-ef)ja—aa+ta,+aa 
—2la’—alata,)+aa]. 
the developed value of which is 
= — 2a +a'b+)+a —be+de+df-+ef 


+aj— 2def—(b+c de+df+ef —be de+df-+ef 
+ da’—a (b+c)—-a de+df-+ef\+def\ia+ta, 


— 2a (a’+a7)+'-Sa’tab+e+be+de+ df+efjaa, 


+4da(a’a,+aaı 


— Da’al. 
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and thence without diffieulty 





[= — ba’+2ar + (ba—r)(a+ta)—2(a+taa,+a,)), 
Y’ — Se +ar+(ba—r)aa,—2(ala,+aa}), 
A, = a’ b+c)+a’(—be+de+df+ef)+a(—2def—(b+e)\de+df+ef))—be(/de+df-+ef) 


+(—-a’+a’/d+e+fj—a(de+df+ef)+def)(a+a,) 
+ da’+a(—b—c—2d—2e—2f)+be+de+df+ef)aa, 
—_ ale? 

< ls 


uud C 


which are the required values. 


Expression for A0’A—(0A)’: several subheadings. 


n ) 


Writing for shortness AO’A— (CA) = A, and so in other cases: 
then in general "PQ = PVQ+OQ’VP, and thenee VP’=2P’VP or 


9, 2 
‚„P= p ‚P. Hence starting from A= f2ya, = 2Yaa,, we have 
Be. | 
A, = Van, =a2., 7824 a. (a Va,+a, Va), 
au < f 
where Va=ada-—(0a), = -al’r—- (or), Yua=—-aoy—(öy). 
Hence writing V@2=4Mf2, we have 
I oa no Ei" ur ) 
-VA = taaM—1la0’c-+ao'z,) —- 1 (or) + ey): 
2? Z ° l EN l Zt q \ . a, Y \ 
But we have 
« } X [ « « V Y «€ « ‘ 
02 = —,-(0e-you), oy=—-—-(0o— zn); 


syjuaring the first of these and differentiating, we find 


gr \Ce — you 


' 7. SE . 2 
GA. DR .. - EN Weller Nm hr - Aa a7 : _ 97 z 
20202 = ( a tz )i Auer? öy) co —ycu)“ — 2cyon 


where as regards X the aceent denotes differentiation as to x (and further 
on, as regards Y, it denotes differentiation to y), viz. this is 
( 2X X 2X. 


> f \ xt ( « —ı « 2 ie % « Pi 2 ab 2 \ 
( tg) ler 95 öy) ce — yon OYyCu- gs \0v you), 
9X Y 2X | 
{ Aue 4 d ) « « « Bir Dr 7 b n « ;# « un 
(- x — you | — uon— ( —-anu\d 
| ” + Je 7 \0v Ü rn, (00 — you Icon \ce—ycu)ou, 
. 2X « « « « m. . > 
where the second term is 55 (de — zou)(00— you) öy, which is 
2vXY .. 


ne - (69 —- zu) Or: 
> ca 
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DV 
wu 
=] 


hence dividing by 20x, the equation is 


n2 fe X’ vXY 





at ) 00 — you) — —;—- (0e— zön); 
and similarly 
Be u. E .; ie '\,. a 
( Y = - 93 ca Ye ») + 9 - 7 oO — TZOU 
and we may in these values in place of Öe-you and de—xzöu write 
) Yy 
c@+a,cu and C@-+acu respectively. 
. 1 e R 
Hence in 9; ‚A the irrational part is 
vXY, Br nn ann; > RR 
Eu ; A\UWTACUH —A.CW- Accu pP 
i* a u 
y ıvXY Er > « ) 4 N Y En ) « 
= (ua) 0B) — aa, (cu), = ——, ca —aa, cu 
but we have 
(Yde) = FL abed,e,f, +a,b,e,def-2YX} 
whence 
vXY 1 64 Ä 
79 (abed,e,t,ta,b,ce,def)— l(Vde), 
and the term thus is 
' re . . 
Ri (abed,e,t, +a,b,e,def)—- I (Vde) | \c@) —aa, (ou 
li i N A 
Joining hereto the rational part of 95 WA, and multiplying the whole by 
4, we have 
4. sa EN 2 XL, 
FVA eu M+la,| = a)" .|@® ac“ 
s 2° vn u 0° / a 4 
Er e a. ii 
+lai — _ — )— ‚Neo@-+aou) 
| g° 0° , a 0 
Ei ' h BER 24 
+ z; (abed,e,ti, +a,bc,det ‚— (Yde) | (co@) —aa,(cu)‘\, 
where M has its foregoing value = )A,— (N de) (Cu) +2Bouca+Kl(ch) 


First step of the reduetion. 
Writing bedef=TU, be,desfi=U,, then X=aU, Y=a,U,, and 
eonsequentliy "= —U+aU', Y=—U,+aU, (the accents in regard to U, 
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U, denoting differentiations as to z, y respectively): then 


(2X 2a, X, 4 U- Er 2a, Rn, 2% de EN UE 
A\ 9: W° 6° a ad; m ‚ —d dj TE E De 9° re 
and similarly 

i/ 27 er Zar  ?®U UN aU 
AA d5 9° a, Ze ? ’ = aa, — a ( Aa 9 


T'he tormula thus beeomes 


yes N M- Per B ie e Y2 ( 2U UN ö | P > 
== 3 —_ ) ri 1 = ss Fe er z 
o i a, 9 N cO rau) +5: g; JB +aou 


m. 
15 (abed,e,f, + abcdef)—(Vder |“ 23 


BE ie au, 
gr (0B+A,0U) — c®-+aou) 


(4 | 
+15 (abed,e,f,+a,b,e,def) — (Yde) ir EN 


viz. substituting for M its value, the term in (Fde) (©w)' disappears, and the 
formula is 


PER | en 6 ER 2U U 
A= aa [3 ‚(cu +29 oucao+l(c®)' + "z ;)Ü Öö+a,0u)-+ 


Lan 
Law m 


/ U, a ee | « ) 1 F » / » ‘ ) 
5 Ss DB JOB Tao) — (abed,g,f,+a,b,c,def) (ca) 


ne .; 00. MR 


2 _ 8543.00) — —(d8-tadm) 
9° N ra ee \ 


+! (abed,e,f;+ ab, c,def)— (Vde) (0®)°, 


| 5 


say for shortness this is 


2 ‚A = 1.3 
au 


'(ce@+aca) +. (abed,e,t,+a,b,e,def) 


1 N 7 AP l 
ur (c@-+a,0cu) — PR 


< 
0° 


— (Yde) (0), 


Second step of the reduction. 
In the reduetions which follow, we make as many terms as may be 
to contain the factor aa,. so as to simplify as much as possible the portion 
not containing this factor. 








Cayley, on the double ®-functions. Z 


We have 08 -+- ac u = C® Hi HM Wi u, and eonsequentlv 


co-ta,cn” c9ao+9dcu’+ap., 
where P=2Cuc®+(a+20) (cu): similarly co-+acu oc —Hcu)+a,cn, 
and therefore 

co+aou)” = (0@—-Hcu”’+a,P, 


where P, = 20u09+ (ı,—20)\(cu)': the values may also be written 





P=2luca+(2a,—-a)(cou), and P, = 2cula-+(2a-a\ On 
The formula thus beeomes 
I oe UV. U, pn} 
oO? A=aa, S— I LP 
ge’ 9° 2 
a ne En | ” 
— — .- c9+9 cu) — —-(c@—Hcu) - abed,e,t,-ta,b,e,def (@® 
fj“ () f} 
Vde'’ c0®' 
The seeond line here is 
2 ’ ’ 
04 U ra U, Du N (d, l Z— al vevuUıl iv 
| ] | CG 
PER -4 U- al, +tabed,s,t;+a,b,e,det!c® 
; ; 53 a | 
and the coeffieient herein 01 0wN 18 A ad e,h—a def) /be 1), 
Writing for the moment d—a, e—a, f-a=d, e, f' we have 
| » » | ; N M ' / , 
A adıest,—a,det z z a.d+a,.e-+a,./ a.—a,.d+a.e+a./ A 


| 4 ’_y 
Z be—b,e :—(b+e+ta-+a, 
The whole term in (0®)’ is thus 
==: | b--c+a-+ta, def-+aa, b+c+a+ta)d-+e- f-+ a-ta (Ö 
» « * 2 . 
he eoeffiecient of cuc® IS — aU-aU;: viz. this ıs 
7 
2 ’ 
== ‚a.b+a.c+Ha.dta.e ra.f+a.—a.b+a.c+a.d+a.ce+ta.f-+a 
and if 
b’+a.c+a.d+a.e+ta.f+a = WB +ca+va’+ra+rat+ta 
that is, 
= bed, zahle, Fi, 


B = bedef', = Ehe, 
= b’-+ c'- d F e' er f}), 
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this is 
2#—paa—Eaalata)—-raa,(a ta, +a)—aa (a +aa+aaı + a)! 
or say for shortness it is = —2(B’—aa,$) where 
p = v+Elata)+r(ataa, +a)+a+aa+taaita; 
the term in question thus is —2(B’— aa, $) öuo®,. 
The eoeffieient of (Cu is —(aaU-+aU,), viz. this is 
—a.b'+a.c+a.d+a.e+a.f+a.—a.b+a.cC+a.d+a.e+ta.f+a, 
which is = —(a+a)B —aa,7 where 
F= 2c+vlata)+Eiai+ta)+r(a+a)+tat+tat. 
The formula thus is 
En U U ER A ic 
A aa, — : P,— PL P,-b+c+a+a)(d+e+f+a+a) 08) 


m « a app, € [ 
+2Pouoa— Plön‘, 


— (a+a,)B’ (du)? — 28’ duoa+(b'+c+a+a)def (08)'—(Yde) (60). 
The whole eoeffieient of aa,, substituting for &, P, P,. $D, F their values. 
and arranging according to 0®, ou is 
ee ze E 


u | u \ \! 
( Sr 5 7 a‘ 0‘ 0°) 


- b+c+a+ta)(d+e+f+ta+ra, \ 


he 2U U' ZU U U U 
nu hs Ä 

ı99önı +2 ( Er ea EEE Be sn u 
| .oDouF au: 0° ) | ( 0° 0° u 0° 


l / | r 2 | r f M | na 2 O« N < 2 < 3 i ü ‚gr n F 2? n 31 
- D r E \qa u A, Ei; au F A u dad, 74, a ra dA, aa, a,, 


« \2ı / r  / 2I I . ») 2l I . f \ ! 
ot )+#(- --— )+ a — 2a) 
.. 0 0° © 0° 0° 
—  (abed, fi Ha, bic,def) -2c—p(a+a)-E(a+a, (+ a1) -at—ail; 


and we have to reduce separately the three eoefficients of this formula. 


Third step of tlıe Reduction. 


First for the eoetficient of c®)': recolleeting that # = a, —a, We have 


UÜ—U | a 2.0 ’ h 
2 wen —20—-2n/(a+a)—2rE(a +aa, +al)—2r(a+ata, +aai-+a}) 
—2(a+a’a+taaitaai-+at), 
U+U) = 2c+2n'(a+a,\+3r (a +al)+4r (a +al)+5(a-a}) 


and adding these the right hand side divides by (a,—a)‘, that is bv @: 
and the resulting value is 


' ! 


v u N i ! v) 2 N) >) 2 
E+2r(a+a)+3a’+4aa, +3a.. 
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The term —(b’+c+a+a)(d+e+f+a+a,), attending to the values of ı 
and F’, is 


= be+de+df+ef—r —r(ata)-a—2aa, -a;: 


henee the whole eoetfieient of (C@)’ is 


= CH+Hbe+de+df+ef+rla+ta)—2(a+aa,+a)), 


’ 


or substituting for b’, ce’, d’, e, f' their values, this is 


= C’+4a’—a(b+c+2d+2e+2f)+be+de+df+ef+(F— 6a) (a- 


Proceeding next to reduce the ceoefficient of 2C@0u, observinz as before 
that 9 = a,—a, we have 
2a U—2aU, 


“ ' “ ' “ eo | ” „f Eng 
7 — 2B -2paa,—2raa(ata)—2raa(ataa, ta 


l 
—Daa (a +a’a,+aai+aı)). 

also 

— (a,U’+U)-(aU,+U,) = 

— 28 +n'(—a+4aa,—a))+E(—a’+3ara, +3aal—a}) + r(—a+4ara, +A4aa?—a} 


— a’ +Ddata, +daal —a): 





adding these two expressions, the right hand side divides by (a,—a)’, that 
is by 9, and the resulting value is 
4 N, P „ 2 2 3 2 2 3 
= — D—-E(a+ta)—r(a+a)) —a+aa,+t+aa, —aı. 
To this is to be added 
+2n +E(a+ta)+r(ataa, ta) ta ta +taa+a. 
and we thus see that the whole eoeffieient of 2öuc® is 
— v4 Faa,+2(a’a,+taa)) 
or say It iS 
= D+(F—ba)aa,+2(a’a,+aa})). 
Lastly for the eoeffiecient of (Cu)'; we have 
22? U—2a’U 6: ih ia 
Peg — = 28’ (a+a,)+2c'aa, —2r ara) —2ria’ai(a+a,)—2ata? (a +aa, + a’), 
and also 
-aU'+(a—2a)U—-aU,+(a,-2a)U = 
—B(a+a,)+c(2a’—4aa, +2a}) + na’ +a})+E (at —2ara, + 6a’a?—2aa-+a' 


+F(a’—2ata, +4a’a] + data) —2aaı +a))+ (a — 2ada, +darai + darat—2aaj+ al), 
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whenee the sum of these two expressions Is 


B(a+a,)+c(2a—2aa, +2a7)+n/(a?+al) + E (at —2ara, +4a’a)—2aa;-+ta 


4 
1 


3 





" ! 7 . + ” = 2 . 2 6 R) ) . 5 ı 6 2 - > ı ® 2 ” 5 " 
Fr (a’—2ata,+2a’a,+2ara)—2aait+ a?) + a’ —2a’a, +3atai—2arai+3a’at—2aa)-t a). 


\Ve must to this add the term —(abed,e,f;+a,b,ce,def), that is 
—a.b+a.c+a.d+a.ec+a.f+2.—-2.b+2.c+a.d-+a.e+a.f-+a. 
Putting for the moment 
d+a.e+a.f+a = T+oa+oa+a,, 
that is 
rt" > def, 6 Bun de -- df+ ef, 0 ER d'- e £ 
the term is 


her: ‘ (h' \rl(a? a- r'(a3 a?\ h’e' -\/o°s ag? 
oe —: T A E- ee ) T ( 5 (4A En A,) T (A em u \ I)CcCr060 ‚(2A A, I Ad; ) 


— (b+c+o)(aı +aaı)—2ata 


— 2b’ coaa, — [(b’+ ce) +b’de (aa, +aa))—2(b+c')o'aa; 


and adding it to the preceding expression the sum is 


' ’ Fi} | } ” “‚ i 2 ur‘ fa? a? } f ' 2 a? a>\ to} ‘ 
B—ber)(a+ta)+ 2c—(b+e)rila +a,)+(D — 7) a +3a)+E (a +29 
ai am... ' ’ if te PR Of: is Her: ‚ 

4120-2 eco as, —ıb+ce)o+bee\aa,+aa)-(2E+be+0)(aa, +: 


ce 5 Ze 
+i4E'—-2(b’+c)o'\ada, 


+ oral ++ 

— 2r' (a’a,-+ aa}) —2(aa,+aa} 

+2 —b—- C—-o)("a+aar)+B(ataitataı 
— d4a’a.. 


This is in fact divisible by (—a)’, that is by 6°: for we have between the 


symbols the relations 


F = b+c+ 0, 

E = be+(b-+c)o’ +60, 
v = beo + b-+e)od+T, 
ce = beo + (b+c)T, 

B — b’er 


b 


and we thus reduce the expression to 


— (N 


N B; ’ N > < N Au ' FR a3; amt 
2c— (b)+e)rt\(a—2aa, ta) + - Tr) —- aa, —aa, +2 


(at 


‘ a 3 +\ ' Pt ; c a 3 
E (at —- 3a, +daad 3a +a)+(b+c)o (aa, —2aa,+aaı 


! ) 5 


Er (a—2ata, taai+aar—2aaı ta 


a5 9.0.0 FL u ut 
+ a —-2aa, +3 Ira +3aai Zara tal), 
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viz., effeeting the division, the quotient is 
| 2c—(b+c)!"+(v—T)(a+ta)+E(a tar (a ta) +at+2aa-+ai 
“ b’c-+0o')aa.. 
To this must be added 
— 2c' -D (a-+aı, —E (a +ai)—rF (aa a’+a! 
and we thus obtain the eoeffieient of (Ca) in the form 
A—(b+c)\T—-T(a+a)—- (be +0')aa,+2a?a?, 
viz. this is 
— A,u+(b+c—2a)(a—-d)\(a-e\(a—f)+(la—diia-e)\(a—f\(a+a 
H—(a—b)(a—c)—-(a—d)\(\a—e)-(a-da—f a—e)ia—f aa,+2a’a,. 
F or finally it 1s 


= 2a +a(b+c+2d+2e+2f)+a)-ib+e)(d+e+f)—2(de+df+tef 


a\'b+e)(de+df+ef)+2def\— b+e)de/ 


a’ —a (d+e+f)+a(de+df+ef)—defliia-a 
da’ +a(b+c+2d+2e+2f)—be—de—df-ef aa, 


It is to be observed that the investigation thus far has been entirely in- 
dependent of the values of A,, ®’, €’: these values are in fact such as to 
make the eoeffieients of (0@), cwcn, (Cu) each equal to a constant, and 
it was really by such a condition that the value of Ei=K) was deter- 

o mined: but if we had thus also determined the values of A, and ®., it 
would not have been apparent that the values of A,. D and €’ thus deter- 
mined would be eonsistent with eachother: the foregoing investiration of 
these values was therefore prefixed. 


Completion of the reduction and final expression for VA. 


But now substituting the values of A,. P. €, we find 


eoeft. of (6@) = ab+ac+be-+de+df-+ef, 
_ - 2000u = —a(a—b—-c—d—e—f 
R - ou” = —2a’+2a b+cerd+ - 


— a(be+bd+be+bf-+cd+ce-+cf+ de+df-+ ef 
—  (bede + bedf--beef - si - edef 


viz. these eoefficients belong to the portion which contains the faetor aa, 


31” 
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=. 
of the expression for 098’ / 1: the other portion was 


(b’+c-+a+a)def(do)—(Yde) (do) 
— 2B Cuo@® 
— (a+a,)B(Ou) 
where 
B=bicdef, b"’=b-—-a, etc. 


\We have thus the eomplete result, viz. this is 


— 


[er vA = aa[(ab+ac+be+de+df+ef)(0®) 
— a (a—b—c—d—e— fM2O@0Ou 
(—2a’-+2a’(b+c+d+e+f) 
m ee be+bf-+ed-+ce-+cf+de-+ df-+ef) | (Ou) “] 
— (bede+bedf-+ beef-+bdef-+ cdef) 
— (—2a+b+c+a+a,)(a—d)(a—e)(a—f) (Oo) — (Yde) (0) 


+ (a—b) (a— ec) (a—d)(a—e)(a— f)20u0® 





(a+a,)(a—b) (a— ec) (a—d)(a—e)(a—f).(Cu) 
which is obviously a sum of squares. 
As a partial verification, I remark that YA should be symmetrical 
in regard to the constants b, e, n e, f; this is obviously the case as 
regards the terms in Ou0@® and (Ow)’, and it must also be so in regard to 


> 


the term in (0©@). The whole coefficient of (0@)’ is 
aı a, (ab--ac-+be+de+df-+ ef) 
— (—2a+b+c+a+a)(a—d)(a—e)(a—f\—( de)? 
and if we interchange for instance b and d, the coeffieient becomes 
— aa, (ad+ac-+cd+ be+bf-+ef) 
— (—2a+d-+c-a-+a,) (a—b) (a—e) (a—f)—(Ybe)’; 
these two expressions must be equal; viz. we must have 
(Vbe)’— (Vde)' = —aa, (b-d\\a+c—e— M-+la-e)\a-f)b-d—-a+c+a+a): 


the left hand side is 
1 u ui u 
| bd, — b,d)(efa,c, — &t,ae), 


and we have 





Lv 

nr 

PT 
- 
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bd,—b,d = (b—-A\9: 


hence throwing out the factor b—d the equation to be verified beeomes 
efa,s —ehhac) = aa, la+c—e—fi+ia-—e)(a—-f) -a+c+a+ta 


0 
writing 
e=e-+ta, etc, d=1-—a 
the left hand side is 
a+ta)ef+aaie+f+cef—caa,. 

and the right hand side is 

— aa, (C—e—f+efic+ta+ta 
and these are equal. 

There are of course in all six expressions such as A, each of 
them being by what precedes a sum of squares. And there are besides 
ten expressions such as 

VAB, = ABc’AB— (CAB), 
each of which should be a sum of squares: but I have not as yet efleeted 
the caleulation of this expression VAB. 


Cambridge, 7” december 1877. 


NB. By an inadvertence the two symbols A, V have been made use of: 
they have the same signification, AR and V2 each = Ko’R 


(082 

















Sur le pendule. 


(Extrait d’une lettre adressce ä M. Gylden, de Stockholm, par M. Ch. Hermite.) 


h) 

J al remarque que les eoordonnees x, y, z de Vlextremite d’un pen- 
dule spherique sont les derivees de fonetions uniformes du temps dont voiei 
les expressions. Oonsiderons en premier lieu la valeur de z qui s’obtient 
immediatement comme eonsequence des dquations fondamentales: 

£+y+z: = 1. 
(D,2)’+(D,y)-+-(D,z)' 


yD,e—-xDy = h, 


2g9(2-+c), 


l 


ou ce et A designent des constantes dont la signification est bien connue et 
qui donnent comme on salt: 

(D,2) = 2g(z+c\1—-z)—K. 
Nommons «, P, y, les racines rangees par ordre deeroissant de grandenr. 
de l’&quation du troisieme degre: 

29 (3+c) 1-2) —h = (0, 

de sorte que « soit positive et moimdre que lYunite,. 5 moindre Eegalement 
que lunit@E en valeur absolue et y enfin negative et superieure A Vunite en 
valeur absolue. Si l’on pose: 


a— ß 
_- —, 
2—} 
u #— y 
Ba —. 
@a—y 
2 N ji 
n = 3g(le—y), 
er: 
u=nt—t,). 
on aura: 
a—z = (@«— P)sin’am a), 
2 ; ) ‚2 
3 —» = (Ü—P)COSamı%), 
3—y = (a—y) Jam (u). 


Or la formule: 


ji en } Ju I (u) 
"sınramıa du = A ; 
h I (u) 
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permet deja deerire: 
 ak’K— («a — MJ (u) 
3 = D.| — u 
ih Ku ) 
Soit ensuite, en designant par y, un angle arbitraire: 
A= aYiv—aua +P)e?, 
et Posons: 
: 7 (w) 
ee. ie / ig 
Blu JOH (u+w) 1 () (w) 
u = ; ‚ 
H (o)%(u) 
on aura cette expression: 
z+iy = AD, bu). 
de sorte qwen egalant les parties reelles et les eoeffiecients de ’, x et y 
seront aussi bien que 3, les derivees de fonetions A sens unique.  Voiei 


maintenant la «determination des eonstantes ® et A qui entrent dans 


fonetion Du). 
2 
puis ces formules: 
sin’am (o 


cos” am ww 


am (io 


Nous avons dabord: 


h’ 

4n’ 
P(a’—y’ 
v(a« 3 
a" (y 9°) 
y(a 7) 

P—y 

v(@-+P) 


la 


Elles font voir que » est imaginaire, mais sans partie reelle, comme A. 


Si l’on pose en efiet »=ia, et qu’on emploie les 


» sinam (ix, K 


cosam (ix, K 


Jamlie, k') 
on obtient les valeurs: 


. ) ' 
sin am.a, k 


cos’am(a, k' 


Sam'a. k' 


relations: 
ısinam (x, k) 


* IN 
Led 


COSAam v) 


| 


cosam(ır, k) 
/am(x,k) 
cosam(r, k) 
32 / : N 
Pa ’) 
& F 3 
a,* „2 
1 Yu £ J 
a (2° Y) 
ao 
I 144 
2 Fa 
a 3 a 
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et d’apres Vordre de grandeur des quantites a, ?, y, vous voyez quelles 


sont en effet toutes positives et moindres que lVunite. Mais une double in- 
determination subsiste A l’egard des signes de & et 4, elle se l&ve par les 
formules suivantes. On a en premier lieu: 
sin am(w)cosam(ıw) ih aßyla—y) 
I’am(w) U 2a —Bylr— P)' 
ce qui fixe le signe de ®, sa valeur absolue @tant connue; je trouve en- 
suite qu’on doit prendre: 
ih 
a 
Verifions, par l’elevation au carre, la formule relative & au moyen des 
expressions donnees pour sin’am (wo), cos’am(w), Jam(w). On trouve 
d’abord dans le premier membre, la quantite: 


are MPG HreNa—r) 


(dr) (d— a) 
et le second, en remplacant »° par 4g(@—y), devient: 


h" dfyka—r) , 
29 (B-r)(B-e)” 


il suffit par consequent de verifier la condition: 


h’ EI GRE ec 
2, = e+ABHN)y+e), 
ce qui se fait immediatement, en posant dans l’equation: 
2g(z + (1-2) —h = —2g(3-a)(3—P)(3—7) 
3=—c, et remarquant que Von a: a+P-+y=-e. 


Vous m’avez dit, Monsieur, dans votre derniere lettre que la diffe- 
rentiation des fonetions elliptiques par rapport au module, pourrait peut-etre 
servir dans les importantes recherches auxquelles vous eonsacrez vos efforts 
pour Vapplication de ces fonetions A la theorie des perturbations. Voici 


A ce sujet les diverses formules que jai obtenues, et dans lesquelles j’ai 








’ [4 oe J 
pose pour abreeer C= —: 
P y k 
’ | cosam(z)dam(z) [= 352 O (x) 
Dinam(2) = — TI His). — 1, 
> l 1 \ kk'* \“ ) 3 (x) a 
sinam(z) Jam(z) [ « u % (x) 
D,.eosam(e) = — ( ds (2) E-Mz2—- (2) 
in E“ G (x) E. 
k’sinam(xz)eosam(z)[f H (x) 
D, dam(s\ = — A : Tr I / PERL. (2) b 
kk a ya i H, (x) u 
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Si l’on pose en outre 
(2) = / ksin’am(x)de, 


on a aussi: 


D,Z(z) = = [2 Sam (x) — sinam(z)cosam(r) Jam (x)— cos’am(r)Z(e)). 

M. €. O. Meyer avait deja donne les trois premieres, mais sous une 
forme differente et en prenant pour variable la quantit@ q au lieu du module. 
dans son memoire intitul&: Ueber rationale Verbindungen der elliptischen 
Transcendenten, 'T'.56 de ce journal page 321. 


Paris. 8 oetobre 1877. 
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Zur Theorie der Flächen. 
(Von Herrn ©. Röthig.) 





4... . . r . e 0 . 

Für die weitere Untersuchung der Band 84, Seite 231 dieses Journals 
behandelten Flächen ist es nothwendig, einige Eigenschaften sämmtlicher 
gewöhnlichen abweichenden Form darzustellen. 
I 


Die Gleichung einer beliebigen Fläche sei gegeben durch: 


Flächen in einer von der 


1) z=ela Tr), yarylo Tr); s=xle, 7). 

Hierin bedeuten: x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der 
Fläche: o, r unbeschränkt veränderliche Grössen: g, w, x beliebige Funetions- 
zeichen. 

Dureh den Punkt (x, y, 2) sei eine Normale zur Fläche (1.) gezogen. 
Kine beliebige, aber bestimmte, der beiden in der Normale vorhandenen 
tichtungen bilde mit den positiven Richtungen der Coordinatenaxen Winkel, 
deren Cosinus bezüglich mit a, b, e bezeichnet werden mögen. 

Dann ist zunächst 

2) a+b+c=|, 
ferner 
(3.)  ade+bdy+cds = (0. 
ie partiellen Ableitungen einer Funetion von o und r nach diesen Variabeln 
werden hier der Kürze wegen dadurch bezeichnet, dass man die Grösse, 
nach welcher abgeleitet wird, als Index an die abzuleitende Grösse setzt. 
| u 

000 


R OEE : “ a 
Es soll also x, für Y,, für ete. geschrieben werden. Dann zer- 
co ö T j 


fällt zunächst (3.) in die beiden Gleichungen: 

(4) ax, t+by,+tez,=0; ar, +by,+e2,=V: 
terner folgen aus (2.): 
5.) aa,+b.b,+c.c,=0; a.a,+b.b,+c.c,=V\. 


Betrachtet man drei der vier Gleichungen (4.) und (5.) als ein System zur 
Bestimmung der a, b, ce, so folgt, dass identisch erfüllt sein müssen die 











Röthig, zur Theorie der Flächen. 251 


folgenden vier Gleichungen: 


wu BB 
\ Y,: Y, . b, = U), Yo: Y,; b, —({), 
R u Br Be - Be 
Rn) - Mo u: Ge 2 
Bw; Y,|ı=V, Wr IP yi=d, 
Ei Bi u. Ei 


und aus irgend zwei der vier Gleichungen (4.) und (5.) entstehen dann die 
folgenden sechs Formen der Verhältnisse der Grössen a, b, e: 
Yayı! |8, 8,| 10 


a:b:c = 
3, 3,| |©,& Yo Y: 





/ b.b.| |c,e,| |\a, «a, 
a:b:c / 
e, &| ja, a,| !d,®, 
y.b 2,C r,a 

a:b:c = 
m 3,6, | 2,4 y.b 

(4.) 

Y.bd,| |3, € Tr, a, 

ade = 


y,d,| |3, © 2. a, 
a:b:c = : 
3, 6,| |2, | |Yr 6, 





y,b 3. c,| |2, 6, 
a:b:c = 
s.c.| |z,a,| |y,. db, 


Differentiirt man die erste (4.) partiell nach 7, die zweite nach o, so wird: 


a,2+5,Yy +6,32, +02, +by..+ 23: = 0, 
0,2%, +b,y:.+ 6,2, taxz,,+by.,+C3u, =. 
Da z,, =x,, und ebenso für y und z, so ergeben die beiden letzten Grlei- 


chungen noch. die folgende: 


0,2, +b,y,+c,3, = a,z, +b,Yy. +0,32, 
e \oder: 
a rc a, y,b, 23,C, 0 
x,a, y,b, 3, c, Er 


Die späteren Untersuchungen führen auf weitere Identitäten, die der ein- 


facheren Darstellung wegen gleich hier aufgeführt werden. 


32* 
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Zunächst ist: 


j ’ 12,0, | \ L,4d, 
\(25-+y; r — (2,2%. + 4,4, + 3,3 
a 
(9) 
| Lo T, 
+(2,0,+9Y,0,+ 2,6.) —(. 
Y, Yı! 


Denn entwickelt man den Ausdruck auf der linken Seite von (9.) nach 
,, b,, €,, So geht er über in: 
3,0, Yoı —3oYr) + 3001 (2, 07 — Cor) + 30 Cı (Lo Yı — Yokı), 
und das ist identisch gleich Null wegen der zweiten Gleichung in der ersten 
heihe von (6.). 
Durch Vertauschung von o mit 7 folgt aus (9.) sofort: 


\(e’ | y’ 22) T,4,; ER . | ! I, 4, 
DE u. 3 ‚—d,L, 7 YıYo rt 37% | 
Yo b, Y, b, 
(9“,) | 
/ T, LT; 
| I 
+(z2,a,+y,b, +2, C,) =). 
Yı Yo 


Auch lässt sich (9°) mit der ersten Gleichung (6.) leicht wie (9.) direkt 
beweisen. 

Jede der beiden Gleiehungen (9.) steht für drei. Denn sowohl in 
(9.) wie in (9%) kann geschrieben werden: 

y für x, 3 für y, x für z, 5b füra, e für b, a für e, 

3 für z, für y, yfürz, efüra, afür b, bfür e, 
wodureh man vier neue Relationen erhält, die sich auch wie (9.) direkt 
beweisen lassen. Der Kürze wegen sind sie nicht besonders aufgeschrieben 
worden. 


Ferner ist: 


) > „.tı,4, rt, d, 
\(a;- bi, + c,) —(a,a,+b,b,+c,e,) 
y,b, y. b, 
(10.) 
| | ad,d, 0 
—(27.0, 74.080,73 3,.6,) = WU. 
| EN 2° Eee WB 


Denn entwickelt man den Ausdruck auf der linken Seite von (10.) nach 
X,» Yı> 3, SO geht er über in: 

‚2, (6,b,—b,c,)+ c,y. (a, e,— 6,4,)- c,3,(b,a,—a,b,), 
und das ist identisch gleich Null wegen der zweiten Gleichung in der 
zweiten Reihe von (6.). 
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.. 


Dureh Vertauschung von o mit z folet aus (10.) sofort: 


EG | 2,6 ,a, 
\(a,+b,+c;) — (a,a,+b,b,+c,c,) 
| y,b, y,b, 
(10°) 
/ ad, q, N 
—(7,.0G,. 7 4,0, + 3,6 
AT Iodı b, b 


und lässt sich auch mit der ersten Gleichung der zweiten Reihe in (6.) 
leicht direkt beweisen. 

Jede der beiden Gleichungen (10.) steht ebenfalls für drei. Denn 
sowohl in (10.) wie in (10%) dürfen die oben bei den Gleichungen (9.) 


aufgeführten Vertauschungen vorgenommen werden. 


Sei 
dd, %&, ad, U, Eu 3 
7 u If Y ; If J J 
ı rs s be) .., 
| a, %, ad,yY, d,2%, 
b, x, B_W. b,2 
(323 = D.; i J == Y m “ m „ ® 
b, LT, b, Y: b, S, 
C, T, C, Yo a C, S Fr 
=, | =, |" =6, 
C, I; C,Y,; e. 8, 


so ist zunächst nach (8.): 
12) W,+-B+E,. = 0. 

Multiplieirt man die zweiten Columnen der Determinanten jeder Reihe in 
11.) der Reihe nach mit a, 5b, e und addirt, so folgt mit (4.): 

(13) al, +bA,-+c4U.=0:;: ad, +bBdB,+cd.=0;: aß, +bE,+c6 (), 
Multiplieirt man die ersten Columnen der Determinanten jeder Columne 
in (11.) der Reihe nach mit a, db, e und addirt, so folgt mit (5.): 

(14) aA, +5B,+cl,=0; aA, +bBd,+cE,=0; aA. +bdB.+cl.—=0. 
Subtrahirt man die ersten und zweiten und dritten Gleichungen in (13.) 
und (14.), so folgt: 


a ee BES -aY. 


Die Gleichheit der vorstehenden drei Brüche kann auch aus der vierten 
und fünften Reihe in (7.) geschlossen werden. 
Nun ist: 


A,D,= 


dA, b,+a,b, „I, b,- T, b, s d, b, +a,b, . y,b, | y,b, 
und A,B, = 
0 Yot Gr Yı, LoYotLıY: ALT, 8,5 Yokst YıTı 
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also: 


a,x,+ta,x,, b,2x,+b. 2,X 
a ET Te, 


4,Y,7 4, Yı» b,Y+b,Y: y.Y,, bb 


Kbenso. oder dureh Vertauschung. tolgt: 


| a 3 y.t bb . als 12.32, | \e,c 
\ 16°.) Da) Ö. 6; 6 — y e r . 8.A,— EN. — | E27 | | 
2,3, e,c, T,%; d,qa, 


Werden die Determinanten in der ersten Reihe von (7.) der Reihe nach 
mit A, Y, Z bezeichnet, so folgt. wenn gesetzt wird: 
| U?’ ng ig y: - 2°, 
(17.) X Y 7 


la= Tr b= fi 0-7 


nach (2.). Wird U positiv genommen, so ist dadurch eine bestimmte Rieh- 
tung in der Normale ausgewählt. Durch (17.) werden die beiden ersten 
Gleichungen (6.) identisch wit den beiden (3.). 
Ein zweiter Punkt der Fläche (1.) habe die Coordinaten &,. Yı. 2.. 
Die zu ihm gehörigen Werthe von o und 7 seien o, und z,, die Cosinus 
der Winkel, welehe die wie vorher genommene Normale zur Fläche (1.) 
in diesem Punkte mit den positiven Richtungen der Coordinatenaxen 
bildet, seien a,., b,. C.. 
Die Normale in (2, y, 3) hat die Gleichungen: 
as, Ze-u li 
a b c 
die in (2. %,.3,) die folgenden: 
8—r n—y, c—2, 


( 18°.) —  —- —— 
a b, 2 


<, nr, Z sind die laufenden Coordinaten dieser Linien. 
Sollen nun die Linien (18.) und (18%) sieh schneiden und bedeuten 


\ 


“m 


jetzt £, 7, T die Coordinaten des Durchschnittspunktes, so erhalten für diesen 
die Brüche in (18.) einen bestimmten Werth oe und die in (18”.) einen 
anderen, aber auch bestimmten Werth o. Dann folgt durch Subtraction 
von 18.) und (18°): 

19. Hr -T= 9-40: Y-y=beo—bo::- 4-3= 09 — 19. 
Diese Gleichungen sind nothwendig aber auch hinreichend zur Lösung der 
eestellten Aufgabe. Denn denkt man in ihnen x, y, 2: a, b, ce ersetzt 
durch ihre Werthe in o und rT, ebenso ©... Y9ı. 215 a, b,, c, ersetzt 
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durch ihre Werthe in o, und 7,,-so gehen die Gleiehungen (19.) über in 
drei Gleichungen zwischen 0, o,; 0, r und o,. r,.. Kliminirt man zwischen 
diesen o und o,, so bleibt eine Gleichung zwischen o, 7: o,. r,, welehe 
also lehrt, wie zu einem beliebigen Punkte der Fläche 'o,r) ein zweiter 
so gefunden werden kann, dass die in beiden errichteten Normalen sich 
schneiden. Von diesem zweiten Punkte ist nämlieh nur noch eine der 
beiden Grössen o, oder r, willkürlich. die andere dureh die erwähnte Glei- 
chung bestimmt. Ist dieser Gleichung nun genügt. so zeben 19.) die 
Werthe von e und o, und /18.) oder (18°) die Coordinaten &, rn, Z des 
Durehsehnittspunktes. 
Die Gleichungen (19.) können so geschrieben werden: 
h u — 2 = (0—-09)a—-(a—al0: yı-y=(o-o\b—- b,—b\o;: 
20.) 
3,3=|0 0, c C,—-C)P0;. 

Es sei nun n=Tr+dr; 0, =0+do, wo dr und do zunächst noch endliche 
Grössen bedeuten. Die aus (19.) oder (20.) folgende Gleichung zwischen 
0, T, 9,, r, geht jetzt über in eine zwischen o, r, do, dr. Drei von diesen 
Grössen z.B. o, rt, dr bleiben also willkürlich, die vierte do ist dann aber 
bestimmt. Deswegen setze man: 


21. Bi 0. 
dt 
Man lasse nun do und dr unbeschränkt gegen Null eonvergiren. stelle also 
die Frage nach den Grenzwerthen, welche go und o,, 5, n, Z erhalten, wenn 


’ 


1 


die beiden Normalen (18.) und (15%) sieh unbegrenzt einander nähern und 
schliesslich zusammenfallen. Nach Division mit dr geben dann die Glei- 


ehungen (20.) mit (21.) folgendes: 


‘ x 4 
% ÖOrdT, > d—0,\4,0 4,). 


22.) (yoty, = - b—-0,(b,0+b,), 


| w e—-P, 
: en . 


! 
C 0, \ C OÖ T & ). 
dr . 


I 


Multiplieirt man die erste mit a, die zweite mit 5, die dritte mit e und 
addirt, so folgt mit Hülfe der Gleichungen (2.). (4.) und (5.): 


EL en: 


= also 0, =0, 


ein Resultat, welches auch ohne Weiteres daraus geschlossen werden kann. 


dass die beiden Normalen (18.) und (18°) in dem Grenzfalle zusammenliegen. 
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Die Gleichungen (22.) werden nun: 


‘ N ' 4 x 
(23) 2,0 +2, = —0(a,0 +a,); y,0+y,=—e(b,0’+b,): 2,0+4+2,= —0(c,0'+6,): 


' 
ine der drei Gleichungen (23.) ist wegen der Gleichungen (4.) und (5.) 
eine identische Folge der beiden anderen, so dass nur zwei der Gleichungen 
(23.) als von einander unabhängig übrig bleiben. Zwei der Gleichungen (23.) 
sind aber nothwendig und hinreichend zur Bestimmung der allein noch dar- 
zustellenden Grössen o und 0’. Ist oe gefunden, so geben (18.) oder (18".). 
die jetzt identisch werden, die Coordinaten des Durchschnittspunktes für die 
Grenzlage in der Form: 


Kın 


a, e-ı_l_, 


a b c 
Der durch (24.) bestimmte Punkt (5,n,{). der Durchschnittspunkt zweier 
unendlich nahen Normalen, ist also einer der beiden Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte der Fläche (1... Nach (24.) und mit (2.) ist ferner 
(F-2) +n-y) +63) =), 
also o die Entfernung der beiden Punkte (x, y,2) und (S,n,{), oder der zu 
($,n,5) gehörige Hauptkrümmungsradius. Endlieh wird die aus (23.) fol- 
sende Gleichung für 0° mit (21.) eine Differentialgleichung für o und r. 
Denkt man sie integrirt, so wird dadurch ein Zusammenhang zwischen o 
und 7 geschaffen, also auf der Fläche (1.) eine durch (x, y, 2) gehende 
Curve gezeichnet von der Eigenschaft. dass man auf derselben von 
(7,y,2) aus zu demjenigen (z,y,2) unendlich nahen Punkte der Fläche 
(1.) gelangt, dessen Normale mit der von (z, y, z) einen Durchsehnitts- 
punkt hat. Dies ist aber die Eigenschaft der Krümmungslinien der Fläche 
(1.),. oder die aus (23.) folgende Gleichung für 0’ ist die Differentialgleichung 
der Krümmungslinien. 
Ein geometrischer Beweis des Satzes (23.) findet sich Zöoueille Journal 
Band 19, pag. 398 und Bertrand, caleul differentiel, pag. 665 und 697. 
Dieser setzt aber voraus, dass vorher Krümmungs-Mittelpunkt, Radius und 
Linien theoretisch begründet seien, während der hier gegebene algebraische 
Beweis alle diese Grössen gleichzeitig herleitet. Wenn endlich in den 
dortigen Formen des Satzes (23.) statt des hier auf der rechten Seite vor 
o stehenden Minuszeichens ein Pluszeichen sich vorfindet, so hat dieser 
Unterschied nichts zu bedeuten. Er ist darauf zurückzuführen, dass die 
dort und hier durch a, b, e bestimmten Richtungen in der Normale die 


einander entgegengesetzten sind. 
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Nach (23.) erhält die Gleichung für 0° die drei Formen: 


By; | ' T r 
(25 2,0 +%,, 04,040, 0 y,o+9y,, b,0-+-b, nt, re 
e zz : — . 
).) e u “ Ye ve np | z 
Y,I Tr Yı, 9,970, BUT, SET 6, 2,0 +r7,, a,0-+a, 


. 


Es ist dann aber nieht mehr nothwendig. noch eine besondere Gleichung 
für e herzuleiten, wie dies gewöhnlich geschieht (Bertrand, |. ce. pag. 662. 
694: Joachimsthal, Anwendung der Differential- und Integralreehnung au! 
Flächen und Linien doppelter Krümmung, Leipzig 1872, pag. 88 oben. 
Denn nach Herleitung der Werthe von 0’ aus (25.) ist der zu jedem Werth 
von 0° gehörige Werth von go nach (23.) sofort bestimmt durch: 


(Oz ud. z,0-+x, uc Yo+tYı _ 30 +5; 

\ d,0'-+. 4, b,0o'+b, c,0+c 
Die drei Formen der Gleichung für 0° in (25.) ergeben dieselben Werthe 
von 0, Denn bezeichnet man für einen Augenblick die drei Determinanten 
in (25.), wenn sie für ein ganz beliebiges 0° gebildet werden, der Reihe 
nach mit I, II, UI, und entwickelt jede derselben nach 0, so sind di 
u m 


identisch. weil nach (7.) sowohl die Coetfieienten 
d ) 


Ausdrücke 


von 0” als auch die von 0° und von 0" einander gleich sind. Die Werthe 
von o’, welche einer der drei Gleichungen in (25.) genügen, erfüllen also 
auch die beiden andern. 

Andrerseits kann man eine besondere Gleichung für o herleit 
Denn aus (23.) oder besser aus (25°) folgt: 
e 


f ı 7 04, y‚,+ob 21 3 


(26°.) — 0 -- 
°,-0qa Y,-+ob Z AX 


und dies hat zur Folge, dass sein muss: 


.. 2: t0@, 2, +00, y.+tob,, y.-ob 2, + 0C,, 2, +00, 
(26.) a 0): j (): 
y,+rob,, Yy.,+ob, 3, + 06,5, 3: +00, 2, +04,, 2,+0oa, 


Diese drei Formen der Gleichung für o ergeben dieselben Werthe von ». 
Der Beweis ist ebenso wie vorher. Nach Aufstellung der Gleichung füı 
o ist es aber wieder nicht nothwendig, eine besondere Gleichung für 
herzuleiten, weil der zu jedem Werthe von o gehörige Werth von 0’ un- 
mittelbar dureh (26°) gegeben ist. Oder mit andern Worten: Die Wurzeln de: 
Gleichung für 0’ (25.) und die Wurzeln der Gleichung für o (26.) sind nieht 


von einander unabhängig, sondern stehen in dem durch die Gleiehungen (25°. ) 
oder (26) gesetzten Zusammenhang. 
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(Gewöhnlich pflegt man die Realität der Wurzeln der Gleichung für 





o nachzuweisen. (Bertrand, |. e. pag. 662; Joachimsthal, 1. ec. pag. (0, 71.) 
ls ist dieser Nachweis aber ebenso nothwendig für die Wurzeln der Glei- 
chung für 0’, wenigstens dann, wenn man das wirkliche Vorhandensein der 
Kriümmungslinien auf jeder Fläche behauptet. Hier lehren nun die Glei- 
ehungen (25%) oder (26°) sofort, dass es genügt, die Realität der Wurzeln 
einer der Gleichungen (25.) oder (26.) nachzuweisen, um dasselbe für die 
andere „eleistet zu haben. 

Die Realität der Wurzeln der Gleichung für 0’ (25.) lässt sich so 
beweisen: 

Zunächst ist es unmöglich, dass alle Determinanten in der dritten 
reihe unter (7.) für sämmtliche Punkte einer Fläche (1.) identisch ver- 
schwinden. Nur für gewisse Punkte einer gegebenen Fläche ist dies denkbar, 


} . . y u . . L 4 () 
und in diesen wiirden dann die a, b, e in der unbestimmten Form - er- 


scheinen. Werden solche Punkte, wenn überhaupt vorhanden, von der fol- 
senden Untersuchung ausgeschlossen, .so ist also mindestens eine der in 
ltede stehenden Determinanten von Null verschieden, und sei dies die letzte 
in der dritten Reihe unter (7.). Dann nehme man als Gleichung für 0° die 
erste unter (25.). Nach 0’ entwickelt wird sie: 
s 2,0| , Ilse z,a|]) , |z,a, 
(21.) "+ + + a I), 
Yy,b, y,b, y,b, y.b, 


Addirt man jetzt die beiden Identitäten (9.) und (9°) und wendet die erste 


(Gleichung (8.) an, so folgt: 


2,0, | m.a,  ©,4, a ©: 
2) — BE tYıYo Tr 3120) r +2, +Y5+ 25) =), 
yobdı. yıd: 


| i 
Yo b, | Yı b, 
Die beiden Werthe von o mögen nun o, und 6, heissen. Dividirt man dann 


ze, a 
(28.) (a, +9, +3 


(27.) und (28.) mit dem der Voraussetzung nach nicht verschwindenden 
('oeffieienten von 0” in (27.), so lehrt der Anblick von (27.) und (28.). 
dass identisch folgende Gleichung erfüllt sein muss: 
29) tynt+tzs)t+tm u tYY ts) at) tratytz)nn =. 
Wären nun o, und o, imaginär, oder: 

s=u+iw:; S=u-w, also 5 +nR=du DR =uW+P, 
so würde (29.) übergehen in: 


at +yaty) ++ + ty +r)e” =, 





u) 


ı 


N 
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und das ist unmöglich. Die Wurzeln der Gleichung (25.) für 0’ müssen 


demnach stets reell sein, also auch die der Gleichung (26.) wegen (25° 

Ein zweiter nicht wesentlich verschiedener Beweis lässt sieh mit 
den Identitäten (10.) und (10%) führen. Denn durch Addition derselben 
folgt wie so eben, dass o, und o, auch folgende Gleichung identisch erfüllen: 


(29".) (a, +b,+c})+(a,a,+b,b,+tce,c,)(5,+0)+(a?-+b?-+ ce) 0,0, 0. 


I 
Ein von dem vorstehenden unabhängiger Nachweis der Realität der Wurzeln 
der Gleichung für e (26.) ist der folgende: 


Die erste Gleichung (26.) nach & entwickelt, giebt: 


% 


id: a,40,| , \qa,T, x,a, . 
(30.) 0 +0 t 1Z=($. 
Ft | 

Ib sl: y,b,. 


[# [4 


mit der bei (17.) eingeführten Bezeichnung. Der Coeffieient von o wird 
mit (11.) W,—B,=2cV nach (15.). Multiplieirtt man nun (30.) mit Z. 
wendet (16.) an und (17.), so geht (30.) über in: 


(31.) (AU,D,-AUB)o+c.2e UV+cEUÜ’ = 0. 
Auf dieselbe Weise gehen die beiden anderen Gleichungen für o in 
mit (16°), (15.) und (17.) über in: 

(BE&,—-B.6,)o’+a.20e UV+aU? = 0, 

EAU, EX)’ +b’.20 UV +W’U’ = (0. 
Bezeichnet man nun die Summe der Coeffieienten von o° der drei Glei 
chungen (31.) und (31°) mit S, so folgt durch Addition und mit (2 


32. So’+20UV-+U’ = (0, 


I), 


(31°, 


Jetzt ist S zu transformiren. 
Durch Quadriren von (12.) folgt: 
(33.) 2(4,B,+B8,C.+€,4,) = - U+B+€)). 
Ferner ist: 
AA,B,-QWUB) = IAU.DB,- U+B, + U,-PB 
oder mit (15.): 
34.) 2LA,DB,-WB) = LUD, - A,+B),+4eV‘. 


Ebenso erhält man für die beiden anderen Summanden von 8: 


\4B,&,—B,6,) = 4B,E,—(B,+6&)+4a’V?, 
I4(E.A,—- EN) = LEN, -(E,+A) +4 V’. 
33” 


(34°.) 
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Addirt man die drei Gleichungen (34.) und (34°), wendet (33.) an, und setzt: 
(35) 2 U%+-B,+E)HA,+HDBN+B+E)+(&,+A) = 4W’, 
so folet mit (2): 
S= V’-W‘. 
Demnach wird die Gleichung für 0 (32.): 
36.) (Vo+U’-Weo =. 
Werden nun die beiden Werthe von o mit o, und 0, bezeichnet, so ist: 
U U 


0, m — —_ Di. 322 


rw’ RT vr 


(36%. 


Nach (35.) ist W° positiv, W also reell. Demnach sind nach (36°) auch 
o, und © reell, also wegen (26°) auch die zu jedem o gehörigen Werthe 
von 0, | 

Zieht man durch Punkt (z,y,3) auf Fläche (1.) irgend eine Curve 
und bezeichnet das von (z,9y,3) ausgehende Bogenelement derselben mit 
ds, so dass: 

ds = dx’+dy’+dz‘, 

so sind die Cosinus der Winkel, welche die in (z,y,3) an diese Curve 


seleste Tangente mit den positiven Coordinatenaxen bildet, gegeben durch: 


ben) 
2 d.r dy dz 
Il. » = . u = Fe. r = 
F ds ! ds ds 
Ist die Curve nun eine der beiden dureh (z,y, 3) gehenden Krimmungs- 


linien. und setzt man: 


; u. r 2 ı f MR | Bi Fr Bo. 2 
ae \ IT, I r%L, r Yo 0O- Y, rP-Ii2,0 72, = m, 
IN. 
KR 2 En | nr a... ? 2 
(a,0+a)-+'b,0o+b,),+(c,0+c) = M, 
. Yo; ® IN 
so wird nach (37.) und mit (23. 
| z,0 +2, 4ad,0-+a, yvo-+yY, 65,0'+ b; 0 +2, 0,0'-+c, 
J). J mn > - > ( — \ 5 —_ > == — 
! m M ! m M m M 


Ks mögen nun 9, 9, ?,, m, M, die zu o, gehörigen Werthe von p, q, r, 
m, M und pP, 9. 75, m,, M, die zu 0, gehörigen Werthe von p, q, r, m, M 
heilenten. Sei ferner g der Cosinus des Winkels, den die beiden durch 
r,y,3) gehenden Krümmungslinien mit einander bilden. Dann ist 


g = pPr+AMnH+rin, 
also nach 39.): 


2 EEE 5 WERL 2 142 122 
Mm. = Tat NYo Ta) I ar \Lolı TYoYyı 78%) Hr TI TYr TR, 
) 


MW.M..g = (a +b,+c,),n%+l(a,a, +b,b,+c,C;,, +95) +@+b,+e.. 
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In Folge der Identitäten (29.) und (29°) verschwinden die rechten Seiten 
dieser Gleichungen, also ist: 
40), m, .m,.9 = M,.M,..y=0. 


Werden nun solche Punkte der Fläche ausgeschlossen, in denen sämmtliche 
Summanden von m’ und M° zugleich verschwinden. Punkte, die, wenn 
iiberhaupt vorhanden, nur in beschränkter Anzahl vorkommen können, und 
in denen also die p, q, r unbestimmt sein würden, so folgt für alle übrigen 
Punkte einer beliebigen Fläche aus (40. 
Zul, 

oder, dass die Krümmungslinien sich unter rechten Winkeln schneiden. 

Die Identitäten (29.) und (29°) sind also der eigentliche Grund sowohl 
für die Realität der Wurzeln von (25.) und (26.). als auch dafür, dass der 
Winkel der beiden Krümmungslinien in jedem Punkte «der Fläche ein 
Rechter ist. 


Aus den Gleichungen für o (26.) folgt noch: 


a, d, b,b, C, € 

er | b,b 0% a, A 
+ 1 . } l — 

0,0, ,ı Y;N Z Re 

Yo Yı on 7 Lo 


Nach Gauss, gesammelte Werke Band 4, pag. 251 ist also die dureh 41. 
vegebene Grösse k das Krümmungesmaass der Fläche im Punkte \r, y, 2). 

Endlieh ist nun auch der zu jedem Werthe von o gehörize Krümmungs 
mittelpnnkt (S,n7,{) eindeutig bestimmt. Denn nach (24.) ist: 


5 = 2, oa, rt r 9 b; wen YC. 


Ist nun o positiv, so lehren diese Gleichungen, dass man im Sinne « 
a, b, ce in der Normale festgesetzten Riehtung die Länge o vom Punkte 
(r,y,3) aus auf der Normale abtragen muss, um zum Punkte (S,,,.) zu 
selangen. Ist dagegen 0 negativ, so muss zu demselben Zweck die Länge 
— 9 in der entgegengesetzten Richtung auf der Normale aufgetragen werden. 

In der vorstehenden Darstellung ist absichtlich vermieden. «ie Ab- 
leitungzen der a, 5b, e nach (17.) herzuleiten und anzuwenden. „Ja selbst 


die Ausdrücke der a, b, e durch (17.) wären für das Vorhergehende ent- 
hehrliceh, wenn man die zwischen (29°) und (36°) stehende Betrachtung 


etwas abänderte. Es ist dies zunächst wesentlich für die Band S4. Seite 231 


dieses Journals behandelten Flächen, weil dort die a, b, e als Funetionen 
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von o und z direkt gegeben sind, also weder sie selbst noch ihre Ablei- 
tungen aus den Formen in (17.) hergeleitet zu werden brauchen. Dann 
aber sollte auch gezeigt werden, dass gerade das Niehtanwenden der Aus- 
drücke für a, b, e zu den oben gegebenen Resultaten in der Theorie der 
Flächen führt. 

Andrerseits ist die Frage naheliegend. ob wirklich die hier gegebenen 
Formen mit den gewöhnlich entwickelten übereinstimmen. Zur Beantwortung 
diene folgendes: 

Es sei wie gewöhnlich: 
so, |etyts=E vutyytae= Brnte=; 

(X. +Yy.+Z2,=D: Xz.+Yy. +22. =D); Ar, +Yy..+Z2.,=D". 
Differentiirt man dann jede der Gleiehungen (4.) nach o und 7, so folgt 
mit (17.) und (42.) ohne Weiteres: 

Ua,x,+b,y+6c23)=-D: Ula,2,+b,y,+c,2)=-D:': 


(45.) 
UVa,x,+b,y+63)=-D:; Uaax,+by,+63)=—D". 


Multiplieirt man jetzt die erste (23.) mit x,, die zweite mit y,, die dritte 
mit z, und addirt, so folgt mit (42.) und (43.): 
44. U(Eo-+-F\=.o(Do--D'): terner folet: U(Fo+G)=o(D’o‘+D"). 


wenn in (23.) der Reihe nach mit z,, %,, z, multiplieirt und dann addirt wird. 
Aus (44.) folgt die Difterentialgleichung der Krümmungslinien in 
der Form: 
45. Eo'+-F){(D’o+D")—-(Fo'+G)(Do+D) =. 


Der zu jedem Werthe von 0’ eehöriee Werth von o ist dann eeeeben dureh: 
« bi ? \ >, 


6 eo  Eo+F _ Fo+G 
en U Do--.D " Dao-+D" 


Die Gleichungen 44.) können-aber auch so geschrieben werden: 
oD'- UF = —0o(oD—-UE): og D’—- UG = — o(eD’— UF. 
Ilieraus folgt die Gleichung für g in der Form: 
46. oD-UE) (oD"—- UG)—- (oeD’—-UFY = \, 
und die jedem Werthe von o zugehörigen Werthe von o’ sind gegeben durch: 
»D'—UF oD"— UG 

ee OD UE = .D-UF 

Entwickelt man (45.) nach oe’ und (46.) nach o, so erhält man die Formen 


dieser Gleichungen, wie sie z. B. Joachimsthal |. e. pag. 88 oben gegeben 
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hat. Das dortige « ist hier mit 0’ bezeichnet, ferner ist bekamntlieh 
U’ = EG—F’. Aber die Gleichungen (45%) und (46%), wodurch jedem 
Werthe von 0’ der zugehörige Werth von o, und umgekehrt, in eindeutiger 
Weise zugeordnet ist, fehlen dort. 

Setzt man einen der Werthe von o aus (45°) in. 46.) ein, so geht 
46.) über in (45.), und setzt man einen der Werthe von 0’ aus (46°) in 
45.) ein, so geht (45.) über in (46.). Man bemerke ferner, «dass «die Glei- 
chungen von (44.) ab aus /23.) folgen, ohne Kenntniss der Ableitungen 
1 


der a, 5b, e und allein mit Ilülfe der Gleichungen (43... 


Will man alle übrigen vorhergehenden Formeln verifieiren, so be- 
darf man dazu der Werthe der Ableitungen der a, b, e. >Sie mögen dess- 
wegen hier wenigstens angeführt werden. Setzt man noch: 


ID'F-DG=H; D’F-DG=MH'; 
IDE-DF=K: D’E-DF=K', 


+7. 





so folgt aus (17 
| U’a,=c,H-z,K: U’a,=x,H-xK'; 
48. Ub,=yH-yK; Ub,=yH—y.K'; 
Pe Pe 
Und hieraus: 
19 (Ua, +b,+c)=D’K-DH; Ua+b,-+c D'’K—-DH:; 
| IU*’(aa,+b,b,+c,.e.)=DK-DH =-D’'K-DH. 
Durch Anwendung von 48.) gehen die drei Formen des Krimmunesmaasses 


in (+1.) in die eine von Gauss |. ce. pag. 234 angegebene Form über. 


Berlin. den 10. November 1877. 











Reflexions au sujet d’un theoreme d’un Memoire 
de Gauss sur le potentiel. 
(rauss Werke, Band V, p. 252, art. 30 —54.) 


(Par M. Emile Mathieu a Nancy.) 


1. GFuuss a demontre dans ce M&moire qu’on peut toujours distribue,. 
sur une surface fermee de la matiere en une couche infiniment mince, de 
sorte que le potentiel P_ de cette eouche soit. en chaque point de la surface. 
une fonetion donnde U des eoordonndes x, y, 3 de ce point. 

Pour cela il montre d’abord que, si la masse de la eouche est donnde 
et que la distribution soit homogene, e’est-A-dire la densite positive en chaque 


‚oint de la surface. | inteorale 
| 
2 = / \—ZU)mds 


dans laquelle m est la densite en l’el&ment ds de la surface, et otı Vintegration 
est etendue A toute Ja surface, est susceptible d’un minimum, qui a lieu 
lorsque V—-U=const. Si la distribution €tait non-homogene, on arriverait 
au meme resultat, pourvu que Yon füt assure de lexistenee d’un minimum 
pour (2. Mais comme lexistence de ce minimum west plus @vidente, Gauss 
acheve (art. 33, 34) par une econsideration artifieieuse la demonstration du 
theoreme que jai commenee par Enoncer. 

Plus tard Dirichlet a demontre d'une maniere purement analytique 
um theoreme plus facile et qui peut remplacer le preeedent: ce theoreme 
est le suivant: 

| existe tOUJOUTS une et une seule fonetion de T, Y, 2 qui est continue 
ainsi que ses premieres derivees dans lespace limit par la surface fermce 
s, (ui satisfait dans le meme espace A l’equation aux differences partielles 

EV. dV „dV 2 
de’ dy  d: 
et qui possede en ehaque point de la surface une valeur designee. 

2. Mais le theoreme de Dirichlet n’enl&ve rien & linteret qui s’attache 
a la eonsideration du minimum de (2 et c'est a ce sujet que se rapportent 


les reflexions qui suivent. 
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Le potentiel V de la couche par rapport A un point M est 


a 
- F m.ds, 
« r 


en designant par r la distance du point M A lV’el&ment ds. VPosons ensuite 


N m.ds, 


en etendant encore lVintegrale A toute la surface: (2, pourra encore se mettre 
sous cette forme 


‘2, - //- „m ds.m'ds', 


en designant par ds’ un autre &l&öment de la surface, par m’ la densitd sw 
cet element et par r la distance entre ds et ds’. 
Si nous designons au moyen de la caractcristique Ö les variations 


de m et 42, et si nous mettons m+0(dm A la place de m, nous obtenons 


2, +04 Wr (m + dm) (m'’+ dm’) dsds'. 
et par suite 


)L2, - /f: dm ds m'ds'- JSf- m ds dm'ds' 3: Omdsöm'ds. 


Les deux premiers termes du second membre sont egaux A lintegrale 


/ Voömds 
(a) 0 : 2/1 ömds II Jmdsdm'ds'. 


d£2, contient done une premiere partie qui est du premier ordre et une 


et on a ainsi 


autre partie qui est du second ordre par rapport aux quantites dm. 
Pour rendre (2, minimum, nous devons poser 


/ Vom ds :— 


Si la masse est arbitraire, la variation dm jest absolument queleonque et 
on en conelut 
V u (), 


Si au contraire la masse est donnde, on a Jymds = 0; multiplions cette 


derniere &quation par une constante ce et formons l’Equation 


f V—-c)dmds = 


Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft. 34 
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il r&esulte d’un prineipe du caleul des variations que cette formule doit avoir 
lieu, quel que soit dm et on obtient ainsi 


=& 
Mais pour que (2, prenne effeetivement une valeur minimum, il faut 
de plus que cette partie de dQ2,, 


u N- )mdsdm'ds', 


soit positive. Or si la masse totale est donnde et si la densite est partout 
positive, 42, a necessairement une valeur minimum pour laquelle V = const. 
et pour laquelle toutes les parties de la surface renferment de la matiere 
l’apres ce que Gauss a demontre (art. 31, 32). En ce cas T est done 
positif, quelque sigi.e que prenne dm en chaque point de la surface. 

(Cette distribution de la matiere eorrespond A un £quilibre instable 
le la eouche, dans la supposition que la surface exerce une reaction nor- 
male qui ne permet & la matiere que de glisser sur la surface). 

Nous avons suppose dm infiniment petit; mais si on multiplie chaque 
varlation dm par un nombre «a tres-grand, T est multiplie par a‘. Done T 
serait encore positif, lors m&me que dm serait fin. On pourrait penser 
un autre eöte qwil faut supposer 


/ dmds = 0: 


mais cette condition n’est pas non plus necessaire pour que T soit positif. 
En effet admettons que T puisse &tre negatif; comme lexpression 


de T doit devenir positive par la supposition Som de=0, T serait de la forme 
T a + Ef om ds, 


T’ &tant positif et le dernier terme qui renferme en facteur la variation de 
la masse pouvant @tre negatif. Mais si cette forme de T &tait generale, 
on Vobtiendrait aussi pour le cas ot la surface s serait une sphere; ce qui 
na pas lieu. 

Comme (2 est une quantit@ de m&me espece que T, 2 est aussi 
toujours positif. 

L’objeetion suivante peut &tre faite A ce theor&eme: Si ’on met toute 
la masse seulement en deux points de s, une partie positive dans un point, 
une partie negative dans lautre point, 42, devient negatif. Mais si la masse 
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se trouve dans des points isoles, la densit@ y devient infinie et on doit sup- 
poser dans le theor&me precedent que la densite est finie en chaque point 
de la surface. 

3. Revenons & l'equation (a.) dont le dernier terme est positif et 
nous en eoneluons que 42, devient un minimum 1. pour une masse donnde 
quand V est constant, 2°. pour une masse arbitraire quand V est nul, quel 
que soit d’ailleurs le signe de la densite en chaque point. Dans le second 
cas V est nul dans tout l’espace et on a m=( (art. 32). 

Si nous eonsiderons ensuite l’expression 

= /(V-2U)mds, 
NOUS avons 


IQ = 00, —2 / Udm ds. 
(b.) IQ = 2/ı \—-U)dmds +//- Omds dm’ ds‘. 


Pour obtenir le minimum de 42, nous devons poser 


/o- U\dmds = 0 


et nous en eoneluons d’apres un raisonnement prec&dent que Ve&quation 
6 V-U=V0 
a lieu en ehaque point de la surface si la masse est arbitraire et que lon a 
d. Y-U = eonst.. 


si la masse est donnee. De plus les &quations (e.) et (d.) correspondent 
toujours A un minimum de (2; ce que Gauss na pas prouve. 

Je n’ai d@emontre que d’une maniere indireete que T et (2, sont tou- 
jours positifs. Si on le prouvait d’une maniere direete, ce qui me parait 
diffieile, il en resulterait immediatement que le dernier terme de | expression 
'b.) est positif, et en Sappuyant sur le th&eoreme de Dirichlet d’apres lequel 
V peut etre egal A une fonetion donnee sur la surface, on en deduirait que 
Vintegrale 2, dans les deux cas designes ei-dessus, est toujours susceptible 
d’un minimum pour lequel le potentiel V a en tous les points de la surface 
la valeur U ou la valeur U, plus une eonstante. 

4. Verifions que la quantite (2, est toujours positive quand on prend 
pour & une sphere de rayon A. Prenons a la place des eoordonndes z, y. 2 
les eoordonndes polaires A, 6, w fournies par les &quations 


x = KR«e0s6, y=KRsindeosw, z= Rsndsinw:; 


34 * 
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puis d@veloppons la densit@E m par rapport aux fonetions spheriques ou Y, 
de Laplace «ui satisfont, comme on sait, A l’equation 

dY,, 

ri Zr ar; 


d(sin Ö- 
 snddd  "sin’d dp’ 


-+n(a+1)Y, = 0, 


nous aurons ainsı 


m = Y,+Yı+Y: +. +-Y,+- 
(On a la formule eonnmue 
1 1 R R’ R" 
— . Ya; + r Go ... - ..._ 
ittrakhtr at t ut 


olı r designe la distance du point (R, 6, w) au point (A, 0, w') de la surface 
de la sphere et X, la fonetion 


1.3.5...(2n —1) [7 n(n—1) „. n(n —I)(n — 2)(n— 3) tu] 


1.8...  2(2n —1) 7 2.4(2n—1)(2n — 3) 


VE 
p = «089 e0s’+ sin sin d’ cos w— w). 
Nous avons pour V’@el&ment de la surface de la sphere 
ds = A’sin®' d0' dw; 


en nous servant des proprietes des Y,, nous obtenons 


 ;: du I" , 
} — f Y, ds + . Kr. ds-+ ++ ri SKY.ds+-- 
R" 


Art 


2n +1 4"! 


= nA + RN ++ Y.t-. 


Si nous faisons dans VF R=A et que nous posions 


ds = A’sndd9dw, 


a = SVmds, 


et en remplacant V, m par leurs developpements 


NOUS AUFONS 


2, = AAN An + F AYder + AfYdst--. 
« u 


‘2 est positif, puisque tous ses termes sont positifs. 


Naney, le 19 mai 1878, 











Table of the values of the first sixty-two numbers 
of Bernoull:. 


(By Professor J. ©. Adams. M.A. F.R.S. at Cambridee.) 


In a communication by Ohm which appears in Vol. 20, page 11, of 
your excellent Journal, the values of the first thirty-one numbers of Bernoulli 
are given. Several years ago I calceulated, by means of Staudt's theorem, 
the values of thirty-one more of these numbers, and as these have never 
been published and may be interesting to mathematieians, I now send 
them to you. 

The method which has been emploved affords numerous tests 
throughout the course of the work of the eorreetness with which the requisite 
operations have been performed, so that I feel entire eonfidencee in the ac- 
euracy of the results. 

I propose to publish some of the prineipal steps of these ealeulations 
in an appendix to the 22" volume of the Cambridge Observations, which 
is now in the press. For the sake of eonvenience of reference, I inelude 
in the following Table the numbers of Bernoulli which have been previously 
caleulated as well as those which have been added by myself. 

I have proved that if » be a prime number, other than 2 or 3, then 
the numerator of the »” number of Bernoulli will be divisible by n. 

This supplies an excellent test of the correetness of the work. 

I have also observed that if p be a prime factor of » which is not 
likewise a factor of the denominator of the »” number of Bernoulli, then 
the numerator of that number will be divisible by p. I have not succeeded, 
however, in obtaining a general proot of this proposition, though I have 
no doubt of its truth. 
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Ueber die Reduction hyperelliptischer Integrale auf 
elliptische. 
(Von Herrn Königsberger in Wien.) 


h meiner Arbeit „über algebraische Beziehungen zwischen den 
Integralen verschiedener Differentialgleichungen“ (Bd. 54, 5. 254) habe ıch 
nachgewiesen, dass die allgemeinste algebraische Relation *), welche zwischen 
Abelschen Integralen von der Form 


/yıda, /y: _ RR /y de, 
| 
algebraische Functionen von « bedeuten, bestehen kann, die Gestalt haben muss 


a, /yıda+ dA; [ydr+.+ a, /y, dc-+ u, 


worin @a,. 4. ... a, Constanten, und z eine algebraische Function von z vorstellt. 


in denen 


Von dieser Relation ausgehend zeigte ich in einer früheren Arbeit 
„über die allgemeinsten Beziehungen zwischen hyperelliptischen Integralen“ 
(Bd. 81), dass, wenn zwischen hyperelliptischen Integralen eine Beziehung 
von der Form besteht 


(N) un An Tot 
/ + FO) (z, VRS),ı(2))dz +/ ”" P1(2, VRy)ı(z))da+ 
ml) ——— 
+/ 2} HF) (2, YR\ ‚(2))dz 
SA BU) /\ 2, ı 90 P 
+ fr RO @ RD @)da+/ FL. VROL,G äh 


7 


a > FL? ‚(s, YR\), (2)) dz 


- 


(1) 


Wr F\ (2, } RI (z)) )dz fe F} (2; oe dz a; Pen 
.z(r) 
tl BP (&,V RS’ (2))dz 


= ua+ A,loge, + A,loge; ++ A,loge 


"> 





*) Es wurde ausserdem dort gezeigt, dass in eine solche Relation zwischen 
Abelschen Integralen die Umkehrungsfunctionen derselben nicht eintreten können. 
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worin 
Re’ (23) = (3- aM) (3 a)... (3 — af), 


h) DD /.. 
F(z,VYR(z)) 
eine rationale Funetion von 3 und YR(z), 


A, A A, 


2) 
Constanten. 
WE TEE Tr 3 


algebraische Funetionen von 


a) 1 (B) „(1) (r) 
AR . > . Siy+1y AR . . . 2p—13 . . 0} =; “ . . . 23 


bedeuten, und zwischen den z-Grössen soviel algebraische Beziehungen 
angenommen werden, dass nur 


Pe l a 1 b (( 
3. r 4% z\ A 13 2‘ e; . wi D.;; wi SI ar . 0... 3) 4 1 
von einander unabhängig bleiben, — dann auch stets die Beziehung statt hat: 


m (1) 
ii HR), (2, YR®, ( RD (2))d3 





BER KOTe ar ER HM) /[ 
= — 3o F}'},1(3; YRY3241(2)) da 


l 
p—h (a) nn 
py—ıh+1l 
Pd Fi? 241(2; YR® .; (3)) dz 


1 


(a) I WER) TER 
-2 af FO, VRD@)) ds — Ban 3 | > FO (2, VRD (z))dz 
4 U+ B,logV,+--+B,logV,, 
worin die zu je einer Summe gehörigen Integralgrenzen Lösungen von 
Gleichungen des durch die obere Grenze des Summationszeichens gegebenen 
(rrades sind, deren Coeffiecienten rational aus den Grössen 





3%), und YRV,, (2), 
zusammengesetzt sind, und die Irrationalitäten sich mit Hülfe eben dieser 
Grössen rational durch die zugehörige Integralgrenze ausdrücken lassen, 
während 


Er | 


P 
rationale Funetionen eben dieser Grössen sind. 
Endlich war noch gezeigt worden, dass, wenn wir eine solche Werthe- 


reihe der { und der zugehörigen Irrationalitäten mit 
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er 
aa WM... VE 
bezeichnen, wobei unter 
R, (y) 


ein Polynom (20 +1)ten Grades in y verstanden wird, während 


Yı» Nr; a Zi Y 
die Lösungen einer Gleichung des oten Grades vorstellen, deren Coeffieienten 
rationale Functionen von 


25,),, und YRD,, (20), ,) 
sind, welche letzteren Grössen der Kürze halber mit 
z, und YR(z,) 
bezeichnet werden sollen — dann auch ein solches Werthesystem stets das 
System von Differentialgleiehungen befriedigen muss 


_dy, Y 1... _W_ _ _Fo@)dz, 
YR(y)  YVR,(,) YR,(yo) YR(:,) 
Yıdy , MW 5... _Yodyo F, (3,)dz; 
YR(y)  YVR,(,) YR,(yo) YR(z,) 





yıdy ya’ dy, yo'dys _ Fo-ı(3,)da, 


YR,(y,) YRy.) 


YR,(yo) YR(z,) 
worin 
Kiss) Ki .»..: FE, 
ganze Functionen (p—1)!er Grades von 3 bedeuten. 
Nachdem dies vorausgeschickt worden, kann ich mich zu dem eigent- 
lichen Gegenstande der vorliegenden Arbeit wenden. Bei Gelegenheit der 
Untersuchung derjenigen hyperelliptischen Integrale, welche auf algebraisch- 


logarithmische Funetionen zurückführbar sind — .diese Untersuchung ist in 
den mathematischen Annalen Bd. XI veröffentlicht — hatte ich mir auch 


die Frage nach den auf elliptische Integrale redueirbaren hyperelliptischen 

Integralen vorgelegt und werde jetzt durch eine in den „Annales de la 

societe scientifigque de Bruxelles“ (1” annde 1876) erschienene Arbeit von 

Herrn Hermite veranlasst, ein wenig genauer auf diese Frage einzugehen. 
Herr Hermite führt ausser den Jacobischen Integralen 





/ ds / 3dz 
r Dr nn mas nn nn mE Tr em Creme. — ; 1 Uunt u - ma near nn nen nn nenne em 
’ yz(l—z)(-+ as) + bz)(1— abz) + yz(l—z)(l+az)(1 + bz)(1— abz) 


35* 
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welche bekanntlich durch dieselbe Substitution \ 
„— dHDd+bs 
(1-+az)(1-+ bz) 


auf die Summe und Differenz zweier elliptischer Integrale 


ee . 
J we, = Al F Yzd—2)(I— Pa) 








zurückführbar sind, in denen die Moduln # und 7 durch die Beziehungen 














v 
segeben sind ( 
va-+yb RE... 2; . I 
YA+a)d+b) ' YA+a)di+b) ’ 7 
noch einen andern Fall von hyperelliptischen Integralen erster Ordnung an, I 
welche sich auf elliptische Integrale zurückführen lassen, nämlich d 
# dz ae z AAN I. Z f 
Y@-a)&3’—6a—)) 9 YRax—b)e’—a) d 
dureh die Transformation e 
43°— 3az 
2 = h 
a 
und t 








- 
ww 


f- zdz . SE 
Y@’° — a)(83’— 6bas—b) A 2y3 run 


dureh die Transformation 


N 








2z2°’+-b 
Er 77; og s 
und fügt hinzu: „on est ainsi par induetion eonduit A croire, quwiil existe 
pour les irrationelles algebriques, dont le nombre caracteristigue ordinaire- a 
ment designe par p est superieur A Vunite, des cas de reduetion de leurs V 
integrales aux fonctions elliptiques, dans lesquels les p fonetions de premiere r 
espece seraient exprimees par autant d’integrales elliptiques differentes, au S 
moyen de p substitutions.“ 
Ich will schliesslich noch bemerken, dass mir Herr Hermite im Juli l 
d. J. brieflich noch ein hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung mit- 
oetheilt hat, welches auf ein elliptisches Integral zurückführbar ist, nämlich n 
/ (ox”— P)dx VW 
I Yell?oe— 210 P2’—2202°+93 Pa? +18PQx+0°—4P°) 





te 
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vermöge der Substitution 
02° +6Pr’— 100r°’— 3P’x’+6POx + 0°’— 4P’ 
Se 
Ich will nun ganz allgemein fragen, welehe Folgerungen man aus 


der Existenz einer Beziehung zwischen einem hyperelliptischen Integrale 


/re YR(z))dz, 

worin f eine rationale Funetion und R(z) ein ganzes Polynom (2p-+1 ev 
Grades bedeutet, hyperelliptischen Integralen niederer Ordnung, elliptischen 
Integralen und algebraisch-logarithmischen Functionen herleiten kann, wenn 
zwischen den Grenzen der Integrale und den Argumenten der algebraischen und 
logarithmischen Funetionen algebraische Beziehungen statthaben sollen. und 
darf nach dem, was am Anfange der vorliegenden Arbeit als Resultat meiner 
früheren Untersuchungen angeführt war, als erste Folgerung die bezeichnen, 
dass dann jedenfalls eines der zur Irrationalität YR(z) gehörigen Integrale 
erster Gattung auf ein Integral erster Gattung, welches den in der Relation 
vorkommenden elliptischen Integralen zugehörig ist, zurückgeführt werden 
kann, oder dass, wenn das zu einer Irrationalität eines der elliptischen In- 
tegrale gehörige Polynom 

p(z) = (1—-r?) (1— ec’ r’) 
sesetzt wird, 

: de _ eptr Het narN)ds 

“ Yple) \k(z) 
sein muss, worin z eine rationale Function von z und YRiz) bedeutet, und 


(a.) 


Yyp(x) rational durch &, 3 und VR(z), also auch rational durch z und YR(z) 
ausdrückbar ist. Das so redueirte Problem lässt sich aber noch weiter 
vereinfachen. Denkt man sich nämlich *) die Gleichung (a.) nach z difte- 
rentlirt, so wird vermöge der Beziehungen zwischen z, Yy(xz) und z, YR(z 
sich eine Gleichung von der Form ergeben 
P+0OYR(z2) = 0, 
in welcher P und Q rationale Funetionen von x bedeuten, und da diese auch 
P-OYR(z) = 0 
nach sich zieht, aus dieser letzteren eine Integralgleichung folgen, welche, 


> 


wenn die durch Vertauschung von +YR(z) mit —YR(z) hervorgehenden 

*) Aehnlich wie Abel das allgemeine Transformationsproblem der elliptischen In- 
tegrale auf das rationale redueirt hat; cf. Abel, preeis d’une theorie des fonctions 
elliptiques, chapitre II, $. 2, 
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Werthe von x und Yg(z) mit & und Yy($) bezeichnet werden, die Form 


annımmt: 
(b.) I" ) 


“ 








=] (e+ßty rt raar)de . 
7) YR(&) 
und die Subtraction der Gleichungen (a.) und (b.) liefert, wenn 


a 


775 pP) 
f" BAR 2 f (+ tr +. rar” ')da 


Vp(@) 
Beachtet man nun, dass, wenn 


} 2 
gesetzt wird, 





2 —=d+d'YR(z), Vyp(z) = D-+D'YR(z). 
:=d-dYR@), V9(Ö = D-D'YR@) 
gesetzt wird, worin 
d, d, D, D 
rationale Functionen von 3 bedeuten, 


ER Ye d— SIP@) _ (d+d'YR(@))(D— il 2))— (d—d’'YR(s))(D+D'yYR(z)) 
Y ee 1_e 2° & un c’(d’— — d’R(z ;))” 











und ähnlich 


Yp(y) = F(z) 
wird, worin 

f(x) und F(z) 
rationale Funetionen von z vorstellen, so wird das allgemeine oben hinge- 
stellte Reduetionsproblem eines hyperelliptischen Integrales auf die Auf- 
suchung derjenigen hyperelliptischen Integrale erster Gattung zurückgeführt 
sein, welche in ein elliptisches Integral erster Gattung derart transformirt 
werden können, dass die obere Grenze des letzteren Integrales sowie das 
Verhältniss der Irrationalitäten sich als rationale Funectionen der Grenze 
des hyperelliptischen Integrales darstellen. 

Aendert man nun noch die Constante des elliptischen Integrales da- 

durch ab, dass man das Integral 





h 
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hinzuaddirt. so wird. wenn s 


dz  f! de v ” de 
“ Ya) 7 Vo@) 7 Yp@) 
gesetzt wird, 
voY) _p,. 
1-7 op he), 
1 — — (1— c’)y E 
Yy(in)=- 1— c’y? = Pi; | z)YR(z 


sein, worin 
fı(z2) und F,(z) 
rationale Functionen von 3 bedeuten. 

Somit redueirt sich die Untersuchung der Existenz jener allgemeinsten Be- 
siehung, die zwischen hyperelliptischen Integralen, elliptischen Integralen und alge- 
braisch-logarithmischen Functionen bestehen soll, wenn zwischen den Grenzen 
der Integrale und den Argumenten der Logarithmen algebraische Relationen statt- 
finden, auf die Aufsuchung derjenigen hyperelliptischen Integrale erster Gattung, 
welche durch eine rationale Substitution auf elliptische Integrale erster 
Gattung zurückführbar sind *). 

Man kann nun zur Aufsuchung der eben charakterisirten hyper- 
elliptischen Integrale erster Gattung zwei wesentlich verschiedene Wege 
einschlagen; will man die Grundformen für die Polynome R(z) finden, 
deren zugehörige Integrale erster Gattung auf elliptische Integrale redueirbar 
sind, so wird man die Betrachtung auf die zu diesen Integralen gehörigen 
Thetafunetionen ausdehnen können und die Relationen für die Moduln dieser 
Thhetafunetionen aufsuchen, wenn die zugehörigen Integrale auf elliptische 
redueirbar oder die resp. 'Thetafunetionen in T’hetafunetionen niederer Ord- 
nung und in elliptische Thetafunctionen zerlegbar sein sollen; in dieser 
Weise habe ich mir in einer früheren Arbeit „über die Transformation 
zweiten Grades der Abelschen Funetionen erster Ordnung“ die Frage vor- 
gelegt, welche hyperelliptischen Integrale erster Ordnung durch eine Trans- 
formation zweiten Grades auf elliptische Integrale redueirbar sind, und mit 
Hülfe der sieh als nothwendig ergebenden Gleichung 

9, 9, 1u,,0, 74) = 0 
auf Grund der allgemeinen Sätze, welche ich für die Transformation zweiten 
Grades der hyperelliptischen Funetionen erster Ordnung entwickelt hatte, 





*) Eine Verallgemeinerung dieses Satzes für das allgemeine Transformationspro- 
blem der hyperelliptischen Integrale habe ich inzwischen in den „mathematischen 
Annalen“ veröffentlicht. L. K. 
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die nothwendige und hinreichende Bedingung zwischen den Lösungen des 


Polvnoms fünften Grades in der Form 
(9- a); —a,) = (a,—a,)(a,—d,) 
aufgestellt, unter der die dazugehörigen hyperelliptischen Integrale auf 
elliptische Integrale redueirbar sind. Hierzu würde es aber erst genauerer Unter- 
suchungen in der Transformationstheorie der allgemeinen Thetafunetionen 
bedürfen, wie solche von mir über die Transformation zweiten und dritten 
Grades für die T’hetafunetionen zweier Variabeln früher angestellt worden. 
Ich will daher in der vorliegenden Arbeit einen anderen Weg einzuschlagen ver- 
suchen und zwar den der algebraischen Transformation, in der Weise wie Jacobi 
die Reduetion eines elliptischen Integrales auf ein anderes behandelt oder die 
Transformation der elliptischen Integrale auf einander durchgeführt hat. 
Wenden wir auf das Integral 


Yed-a)i=ee) 


d, 423-4 a2 +++ Anz" Bi U 


die rationale Substitution 


“Srds+ba + Hr 7 
an, so ergiebt sich 
‚dU dV\, 
74 Yyel-a)i—ce) WU YUVW-UV-— eV) ' 


und wenn vorausgesetzt wird, dass U und V nicht gemeinsame Faectoren 
besitzen, so werden nicht zwei der Factoren 
U, VW, V-U, V-eU 

dieselbe Wurzel haben können; ausserdem wird bekanntlich jede doppelte 
Lösung des Polynoms unter der Quadratwurzel ein Theiler des Zählers sein. 
Beachten wir nun, dass unter der Voraussetzung 

ll mon 
der Grad des Radicanden 

Sm+tn 

ist, und, wenn das hyperelliptische Differential erster Gattung, das zu einem 
Polynom R(z) vom (2p+1)ten Grade gehören mag, eine ganze Function Ate 
Grades (k<Zp) im Zähler haben soll, weil 

‚ dU dV 

u 3 
vom (m +n—1)!en Grade ist, das Polynom unter der Quadratwurzel 
m+n—1—k 





0 


( 


6 


m. 


a 
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Doppelfaetoren besitzen muss, so wird sich daraus die Beziehung ergeben 


2(m+n-1i—k)+2p-+1 = 3m+n, 
oder 
m = n+2(p—-M—1. 

welche zwischen dem Grade des Zählers und Nenners der Substitution be- 
steht, wenn der Grad der ganzen Function von z, welche den Zähler des 
hyperelliptischen Integrales erster Gattung bildet. der kt® sein soll. 

Erwägt man nun andererseits, dass das Polynom unter der Quadrat- 
wurzel auf der rechten Seite der Gleichung (e. 

(+2 +m32 +: +a,2") X 


(1+5b,2+b,2°+..-+b,2") X 


[A 


(1-a,+(b,—-a)3+(b,—@)3 ++" +(b,—a,)2"—a, ,,2""'— +" —a,2”) x 
((1- ca,)+ (b,—- ca) 2+(b,— c’a,) #4 +(b,- c’a,) 2" — da, 2" — - — da,3 
die willkürlicehen Constanten 

a a rt 


enthält, deren Anzahl 
m+n+2 = 2n+2(p—ki-+1 
ist, und dass die Festsetzung, dass dieses Polynom 
m+n—1li—k = 2n+2p—53k—2 


Doppelfactoren besitzen soll, bekanntlich die willkürlichen Constanten 
ebensovielen Bedingungen unterwirft, so sieht man unmittelbar ein. dass noch 


k+3 
Constanten willkürlich bleiben. 
Für den Fall, dass 
(11. Mm<—n, 
erhält man offenbar 
2(n+m—1l1—k)\+2p-+]1 In-m 
oder 
n = m+2(p—k)—1 


als Beziehung zwischen dem Grade des Zählers und Nenners der in Betracht 
kommenden rationalen Substitution: da ausserdem die Anzahl der Constanten 
derselben 

m+n-+2 = 2m+2(p—k)+1 
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ist, und das Polynom wieder 


dı 
m+n—1—k = 2m+2p—3hk—2 
Doppelfaetoren besitzen soll, so wird die Zahl der übrig bleibenden will- w 
kürlichen Uonstanten wiederum 

k-+3 G 
betragen. st 
Ist endlich h 
DI) won, a 
so dass das Polynom unter der Quadratwurzel im Allgemeinen vom 4mteu | d 
Grade wäre und durch das Herausnehmen von Doppelfaetoren immer nur I 
in ein Polynom paaren Grades übergehen könnte, so muss man, wenn man e 
die Existenz der oben charakterisirten Transformation voraussetzt, unter 4 2 

eine der Zahlen 1 oder e* verstanden, eine Reihe von Beziehungen von 
der Form annehmen & 
bie, b,=is,. -.. bei, N 
so dass der Grad des Polynoms unter der Quadratwurzel der 
(m-+h—1)'® I 
wird; bemerkt man ferner, dass der Grad von € 
vaU _ uf ‚ | 

dz dz 

sich, wie leicht zu sehen, auf den 
(m-+h— 2jteu i 
| 


erniedrigt, so folgt wiederum die Beziehung 
2(m+h—-2—k)+2p+1=3m+h—1 
oder 
m = h+2(p-M-—2. 

Nun ist aber offenbar in diesem Falle die Anzahl der willkürlichen 

Upnstanten 
m+h-+]. 
und da die Anzahl von 
m+h—2—k 

Doppelfactoren ebensoviel Bedingungen zwischen den Constanten hervorruft, 
so bleiben wiederum stets, abgesehen von den mehrfachen Werthecomplexen 
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der aus den Bedingungsgleichungen folgenden Constanten, 
k-+3 


willkürliche Constanten übrig, somit in allen Fällen dieselbe Anzahl. 


Die Anzahl der willkürlichen Constanten ist unabhängig von dem 
Grade der Transformation, und wir sehen daher mit wachsendem % oder mit 
steigendem Grade des Zählers des auf elliptische Integrale redueirbaren 
hyperelliptischen Integrales erster Gattung eine grössere Mannigfaltigkeit 
solcher redueirbaren Integrale, so dass schon hieraus gefolgert werden kann. 
dass, wenn ein hyperelliptisches Integral erster Gattung auf ein elliptisches 
Integral redueirbar ist, nicht jedes zu derselben Irrationalität gehörige hyper- 
elliptische Integral erster Gattung ebenfalls auf ein elliptisches Integral muss 
zurückgeführt werden können. 

(Ganz anders "verhält es sich, wenn etwa ein zu einem Polynom 
(2p-+1)ten Grades gehöriges hyperelliptisches Integral erster Gattung auf die 
Summe von p verschiedenen elliptischen Integralen redueirbar ist: damn 
tolst offenbar aus dem am Anfange dieser Arbeit angeführten Satze der 
allgemeinen 'Transformationstheorie, dass es p zu derselben Irrationalität ge- 
hörige hyperelliptische Integrale erster Gattung giebt, welche auf je eins diesen 
elliptischen Integrale zurückführbar sind. Ich komme später noch auf diesen 
Fall zurück. 

Sucht man ein zu einem Polynom (2p-+-1)!er Grades gehöriges redu 
eirbares hyperelliptisches Integral erster Gattung auf, welches im Zähleı 
ein gegebenes Polynom des Aten Grades enthält, sucht man also z. B. die 


Fundamentalintegrale erster Gattung 

f- dz / s.dz f3 'dz 

J RC)’ Ye) I YR@' 
welche auf elliptische Integrale redueirbar sind, so wird man die p-+2 
willkürlichen Constanten des allgemeinen Integrales erster Gattung so 
zu bestimmen haben, dass die p—1 Quotienten der Coeffieienten der einzelnen 
z-Potenzen des Zählers gegebene Werthe erhalten, und es werden somit 
im Allgemeinen dann nur drei Constanten willkürlich bleiben. 

Endlich mag noch bemerkt werden, dass aus der für den Grad des 
Zählers und Nenners der Transformation angegebenen Beziehung, welche 
von der Zahl % abhängig ist, unmittelbar hervorgeht, dass auch zu ver- 
schiedenen Fundamentalintegralen erster Gattung mit derselben Irrationalität 
verschiedene Transformationen gehören werden. 


36 * 
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Um zu zeigen, wie man auf dem angegebenen Wege zu den Formen 
derjenigen hyperelliptischen Integrale gelangt, welche auf elliptische redu- 
eirbar sind, wollen wir die Beziehungen zwischen den Coeffieienten 
a. N ri N 


in dem hyperelliptischen Integrale erster Ordnung 


dz 
F 2’ z As ” >. gi 4 5 s+-P. 


zu ermitteln suchen, wenn sich dieses durch die Transformation des nie- 
drigsten Grades auf ein elliptisches Integral soll zurückführen lassen; da 
in diesem Falle, wenn m >>» angenommen wird, weil k=0 ist, 

m = n-+3 
sein muss, so wird man 2 = 0 zu setzen und somit die Transformation 


3 


z = W342 +2 


i 


auf das elliptische Integral erster Gattung anzuwenden haben, dem wir hier 


f dx 


\@-a,)(—a,)(@—@,) 


sehen wollen, um unmittelbar auf das von Herrn Hermite gefundene Resultat 


lıe Form 


»eführt zu werden: die willkührliche Constante «a, der Transformation werde 
der Einheit gleich gesetzt, da sie in diesem Falle vor die Quadratwurzel tritt. 
Setzt man nun 
—,=A, W-m=B, vw-;=L[, 
S() tolet 


» * Fr Pr | \ A 
/ dx / OR +2a, Ua a,)dz 
u = 5 \Yn \ 3 | 2 a 2 I\/. 3 


(3’+4a,3 4a, 3+B)2’+a,2 +a, 34 


worin, wenn die Faectoren 
+93 +q3+A und 2-+a,2°-+a3+B 

je zwei gleiche Lösungen haben sollen, «die Constanten, wenn 

23-0) =P, 9A-am=0(, 9B-aa,=R 
gesetzt wird, den Bedingungen genügen müssen 

30’—-2@,PQ+P'a=0, 3R’—-2,PR+Pa=0, 
welche wiederum die zwei Beziehungen 

3(0+R)=2mP und P’a, = 30R 


nach sieh ziehen. 
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Das unter der Wurzel übrig bleibende Polynom lautet dann, wenn 


vesetzt wird, 
P2+Pm—-20)\(Pz+Pa,—2R) #"+a,2+a23+( 
= Pa’+z’(3P’a,—2P(Q+R))+2’(3PP5—4Pa,(O+R)+4Q0R+ Pa) 
+2’ (PP —-2Pa&(Q+R)+40 Ra,+2P’aa—2Pa, VO-+R)-+P?°C) 
+z(Pa& —2Pa,a(Q+R)+40 Ra, +2P’a,C—-2PCO+R' 


+ CP’ —2Pa,C O+R)+40RC 


p vor die Quadratwurzel 


oder mit Benutzung der obigen Bedingungsgleichungen 


en) 
a m N (d, ; 
P[2°+3a,3° HI + laı)2 ( - + 2a,a C)z 
L . r u N .) 
a, «a? „N A 
3 ra r3mC)s+( 3 ram)]| 
Da nun 
f () [ R 1 »D > | 
|: — z—- = 2 a —- (P'’z’ + P iz 1 
(z (34 5) 5 (Ps+Q)(Ps+R)= (P?#+P(Q+R)s-+OR 


l ) ) ) P’a , ri 
ö 5 (P’3 Fa. Zu I) 33° + 2,3 dt, 


aus der Wurzel heraustritt, so fällt dieser Ausdruck «eren den Zähler fort. 


Lem) 


und man erhält 


» { L [3 
f / / 1 
3 
(» PR 


au J « u \ 
> J \ ) 3 
\ «) N .«) «) 


5 ’ dz 

Ba ” (dt, a. EB l 

‘ | 2” sa,s’+4(a,+Ta )s’+( - - : 2a,a,+C )a’+ | 12 140g 24,0): MR: 
worin 4, &%, C drei willkürliche Constanten bedeuten. Da man eine der 
drei Uonstanten, wenn man nur die wesentlich von einander verschiedenen 
Integrale betrachten will, gleich Null setzen darf, so mögen, um auf die 
Hermitesche Form zu kommen, die Substitutionen gemacht werden 

b 


%=V0, aW=-ja CE =; 


es folgt mit Beibehaltung zweier willkürlicher Constanten 


( } dx e ’ dz 
; - 
Li 


Y@-a)(@—a,)(2—e,) 


„5 74:3 2 Be 
/* 12 — 3 774 2- 
| } fat 7 T 


es . dz 
I )( 3’- az — 2 


3 —a)\? 
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vermöge der Substitution 


ce = #—Jjas+a,. 


worin noch a, beliebig, «, &, «; hingegen davon abhängig sein werden. 
Da nun 
——,=A, ,-%=B, -,=( 


war, so folgt, wenn ,=(0 gesetzt wird, 


b 
= —Ü= : 
‚=-0=2 


ferner ergiebt sich aus den Definitionsgleichungen von P, Q, R 
P=-3a, Q0=9A, R=9B 
und mit Hülfe der obigen Bedingungsgleichungen 


3 2 
— 9? 948 
V0=4a@, R=—2a 
odeı 


so dass 
a, =—4a, = 4a? 


- 


folgt. Es nimmt somit das elliptische Integral die Form an 


A de 
3 ap: en 
J Ve anle+ 2) 


.. d [3 * . 
und man erhält, wenn Z—x statt = gesetzt wird, die gesuchte Beziehung 


/ dz / de 7 
’ Va’ — a)(83’— 6azs— b) ” Y(@’— a)(2a x + b) 





vermöge der rationalen Substitution 
45°’ — 3az 


Ad 


rT = 


Um die Form des Inteerales 
te) 
xdz 


J v2’+P,='+ P, 2’+ P, +P. a P. 


zu finden, welches ebenfalls durch eine Transformation dritten Grades auf 


ein elliptisches Integral redueirbar ist, wird, weil A=1, also 
m —= n-+1l 
ist, die Substitution zu untersuchen sein 


%+43+0, 2 + a,2° 


A+b:+b, 


= 





A 


d 


ZU 


ud 
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und man wird, wenn man berücksichtigt, dass die Constanten drei Be- 


dingungsgleichungen, welche die Existenz von Doppelfaetoren anzeigen. 
genügen müssen, und dass ausserdem noch eine Bedingung für dieselben 
dadureh hinzutritt, dass das eonstante Glied im Zähler verschwinden soll. 
wiederum drei willkürliche Grössen im Polynom unter der Quadratwurzel 
des redueirbaren hyperelliptischen Integrales erhalten, wodureh sieh für jenes 
zweite von Herrn Hermite gefundene redueirbare Fundamentalintegral erster 
Gattung vermöge der "Transformation 
2 = 2,7” 
die Beziehung ergiebt 
}. s.dz l [ dx 
+ Y(@’— a)(83’— 6az—b) 2y3/ Ve 3ar—b 

In dieser Weise wird man sich für "Transformationen beliebigen 
Grades hyperelliptische Integrale herstellen können, welehe auf elliptische 
Integrale redueirbar sind, und es soll jetzt noch untersucht werden, wie 
weit dieses algebraische "Iwansformationsprineip ausreicht, um die Frage zu 
beantworten, ob zu jeder Ordnung p der hyperelliptischen Integrale aueh 
solche Irrationalitäten gehören, für welche p verschiedene Integrale erster 
Gattung entweder durch dieselbe oder verschiedene rationale Trans- 
formationen auf je ein elliptisches Integral redueirbar sind. 

Legt man sich diese Frage bei den hyperelliptischen Integralen 
erster Ordnung vor und wendet auf das elliptische Integral 


[ dx 


. yveli— z)i—e'r) 


die rationale Transformation zweiten Grades 


u. —+qa2 


' N) 


?e = ww; 
1+b, 2+b,:’ 


an *), so folgt unmittelbar 


*) Ich wende hier eine Transformation an, für welche m <n ist, um direet auf 
den Jacobischen Fall geführt zu werden; würde die Substitution 


ad 


u: +4,34 4,2 
z ——— En, 


oA 


1 5 Z 


ı 1 


zu Grunde gelegt, so würde man zu dem hyperelliptischen Integrale 


f (a+bz)dz 

/ aß 
na-n6-00-nG- —) 
V:@-N@-o)@-Als- 94. 

geführt werden, welches, wie aus meiner Arbeit über die Transformation zweiten Grades 


(Bd. 657) hervorgeht, ebenfalls auf elliptische Integrale redueirbar ist. 
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[ dx G 
F - , 
’ yzl—z)l—c’r) 
7 [ (— a,b,=’— 2a,b,z+ a, — a,b, )dz 
+ Ya,+az)i+ba+ba’)l—a,+(b —a)z+b,3’)(1— c’a,—+ (b,— c’a,)s+b,:°) | S 
und wenn wir die Constante ce’ der Bedingung unterwerfen. dass 
rel j L u 
1-ca,+(b,—-ca)z+b,2 
zwei gleiche Faectoren haben soll, oder dass e’ der Gleichung genügt 
(m) (b-ca)”—4b,(1—ca,) =, S 
so wird der Factor ” 
Ä ca —b Iı 
} in k — ) 
2\ 2b, 
vor die Quadratwurzel treten und für jeden der beiden aus (m.) sich er- 
sebenden Werthe von e’ im Zähler enthalten sein. 
Nennen wir die beiden Lösungen der Gleichung (m.) 
e und e. u 


so werden sieh für dieselbe Substitution 
a,-+ 4,3 
1+-b,=:-+b,=' 


2 


T 


die beiden Gleiehungen ergeben 


c,a —b, 
’ Yrlli— a) — cız) TE N (a +tas)(i+b, 4 b, 3?) ((1 ar mega ; 3 


und 


/ dx 
J YedA—a)A— c?r’) 


N zl.. ER e 
[ —a,/b,(s-- 2b, )dz e 
Li 


Y(a, + a2) 1+b,:+b,3’)(4—a,)+(b,—a)s+b,) ' v 
es sind somit zwei verschiedene Integrale erster Gattung, welche zu derselben h 
Irrationalität gehören, auf je ei» elliptisches Integral zurückführbar und - 
zwar dureh ein und dieselbe Substitution. Bringen wir zur Vereinfachung I 
dieser Beziehung das hyperelliptische Integral erster Ordnung auf seine fi 
Normalform, indem wir dem Polynom die Lösungen 0 und 1 geben, " 
setzen also 
a=0, 1+b,-a+b,—=0 ( 


und führen statt der beiden übrig bleibenden willkürlichen Constanten die 
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(srössen z und 4 durch die Beziehungen ein 


b. b. b h 
1-1+42=0, 1-24 =0, 
% % 4 b 


so ergiebt sich leicht 

b,=z+4, b=x4, a=(1+)(1+%), 
und aus der Gleichung (m.) die beiden Werthe 

(Yya-+yvA)’ i (yvz—yA)’ 

AT ArSa+ı)? 27T ALSArs 
so dass die beiden oben aufgestellten Beziehungen zwischen den beiden 
verschiedenen hyperelliptischen Integralen erster Ordnung und den elliptischen 
Integralen mit Berücksichtigung des Zeichens die Form annehmen 

r (zyxA-1)dz 
o Vel—z)(l+%2)(1+ Az) — x4:) 
dx 


1 e- 
YA-+»)A+ 2) J ac seyli (Va- v4) | =) 


und 
fr (zy#xA —A)dz 
o Y2A— DA+%z)1+ Az) — x4z) 
1 Ba dx 
YA+J(i+2), REDNER va? r) | 
' AT AFSA+y 
und zwar vermöge derselben Transformation 
(1-+x)(1+4): 
(1-+%3)(1+ 4x) 
es ist dies das oben erwähnte, von Jacobi gefundene redueirbare hyper- 
elliptische Integral erster Ordnung, und man kann auch auf diesem Wege. 
wenn man noch diejenigen 'Transformationen zweiten Grades betrachtet. für 
welche der Grad des Zählers gleich oder grösser als der Grad des Nenners 
ist, die von mir früher als nothwendig aufgestellte Beziehung zwischen den 
Produeten der Differenzen der Lösungen des Polynoms fünften Grades R(z) 
finden, wenn die zugehörigen hyperelliptischen Integrale erster Gattung auf 
elliptische Integrale redueirbar sein sollen. 
Suchen wir das eben angewandte Prineip für Irrationalitäten höherer 
Grade zu verwerthen, und machen also zunächst auf das elliptische Integral 
. dx 
S Ye(i— z)i1—c’r) 
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die gemäss den früheren Auseinandersetzungen der Form nach nothwendige 





vi 
Transformation 
BR... +4,23 +4a,3’+ a,>° U 
u ; =.3 “ ne Ta 
1+ b>+b,3 V 
wenn wir voraussetzen, dass der Zähler des hyperelliptischen Integrales, 
welches zu einer Quadratwurzel aus einem Polynome siebenten Grades ge- 
hört, eine ganze Funetion zweiten Grades sein und die Transformation zur 
niedrigsten Ordnung gehören soll, so folgt wiederum 
W 
{ (v al U Ey 
[ dı er j dz da’ 
J/ Yel—e)(1— c’x) U YyUVVW-U)V—e?’Ü) 
bestimmt man nun die Constanten ” 
A 
A Di, 
derart, dass einer der Faectoren d 
U, V, V-U 
einen Doppelfactor hat, so wird der Zähler ein Polynom dritten Grades 
werden und d 
UV(V—U) 
ein Polynom sechsten Grades, das wir mit m 
(3 A,)(3—A)(3 —A,)(3 —4,)(3—A,) (2 —4,) 
U 


bezeiehnen wollen: setzt man weiter fest, dass 
V-eU I 


ebenfalls einen Doppelfactor haben soll, oder dass c’ eine Lösung der gleich 


Null gesetzten Diseriminante dieses Polynoms sein soll, so werden, da d 
der Grad der Diseriminante in ec’ der vierte sein wird, und bereits einer der ( 
sich ergebenden Werthe von e’ in der früheren Festsetzung verwerthet | 
worden ist, drei Werthe dieser Art 
ch 5, 6 
hervorgehen, welche so beschaffen sind, dass, wenn der nach Absonderung des 
Doppelfactors aus V—c’U übrig bleibende Factor in den drei Fällen mit 
3—MU, 3—l, 3—U; 
1 


bezeichnet und beachtet wird, dass im Zähler nur ein Polynom zweiten 
Grades übrig bleibt, dessen Coefficienten jedoch mit dem Werthe von ce 
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varliren, sich die drei Beziehungen ergeben 


[ _de [ . (@,+ P,2+y,3°)d: 
’ Yyel— x)i—c?x) Y@—A,)@— A) —A,)(2— A) A) —A)\a—u) 


/ d.x rn [ (@,+ 9,34+y,2”)dz 
’ Yeald— s)(l—c?x) J/ Y@—1)(z 1,3 —A,)(2 — A) —A,)(z—A (2 — u,‘ 


‘er ’\* | ) 
? NE SRMSER EE (0,4 B,:+ 7,2): 
J Yeall—e)—c?’r) I’ Y@—A)@— A) —A,)z — Aa —A)s—A Ya —u,) ' 
und zwar vermöge derselben Substitution 
a,+ta 2+a,2—+a,;° 
SB m ! — 
1- b, Lo b,z' 
wobei in den Integralen und der Transformation, wie es nach den obigen 
Auseinandersetzungen sein muss, noch fünf Constanten willkürlich bleiben. 
Sei allgemein der Grad des Polynoms des hyperelliptischen Integrales, 
das wir untersuchen, der (2p+1)te, so wird, wenn auf das elliptische Integral 


dx 
}; vye(i— a)(1—c’r) 


die Substitution angewandt wird 


worin 

k=n+l, wenn p=2n, 
und 

k=n+2, wenn p=2n+l, 
ist, erstens, wenn 

k=n-+l1, 

der Grad des Zählers des transformirten Differentials der 2rte, und der 
Grad von 


UV(V—-U) 
der (377-+2)te, so dass, wenn wir wieder ec’ der Bedingung unterwerfen, dass 
V-eU 


einen lDoppelfactor besitzt, woraus sich 2(k—1)=2n=p Werthe für e 
ergeben, der Grad des Zählers 
2n—-l=p-l 
ist, während der Grad des Polynoms unter der Wurzel durch 
an+2+n—1l1=4n+1=2p+1 


dargestellt ist. 


37% 
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Ist zweitens 


k = n+2, 


so wird der Grad des Zählers des transformirten Differentials der (Or +2)te: 


werden nun die Uonstanten 
Ba, NE ie rt Br ae a 
der Bedingung unterworfen, dass einer der Faetoren des Polynoms 
UV(V—U) 
einen Doppelfactor besitzt, wird ferner e’ so bestimmt, dass auch 
V-e U 


eine doppelte Lösung hat, wofür sich aus der Diseriminante, wenn man von 
lem einen bei der vorherigen Festsetzung bereits benutzten Werthe absieht. 


2(k-1)-l1=2n+1l=p 
Werthe ergeben, so wird der Zähler wieder den Grad 
2ı = p-—l, 
und das Polynom unter der Quadratwurzel den Grad 
4n+3 = 2p+1 


annehmen. Bezeiechnet man in beiden Fällen die p in Betracht kommenden 


lösungen der Diseriminante mit 
Fr A . 


pP? 


so erhält man mit analoger Bezeichnung wie oben 


+2/\® 


| / dx sr /- (a, +P,2 +. +v,3’""N)dz 
.) 7 yeali —-a)(1—e? x) Y@—A )(@—A,)...(3 Aa) Eu)... (3— ul?) 


/ dx © / j (@, +ß,s+ tv 3 Ndz IR 
| A-Dur) I CA). Eu)... Gun) 


» 


’ yall- 


Dich) I VEAIE A). Em) —u)... ur D) 
vermöge 
a +as ++ A,,13'+ 
I+b:+--+b,3" 


und 





(u 


Ve 


pP! 


Eı 
Im 


pP‘ 


ın 


M 


p: 
d' 


ei 


el 
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/ j d.r Ri 


„ Yall-e)(I1—c!z) 


» 


dx 


(11.) J FR, 


yYell— r)(1—c}r) 


+ yell—z)(1—c},:18) 


vermöge 


A 


Weiter lässt sich auf Grund dieses aleebraischen Transtormations- 
prineips über die gleichzeitige Existenz hyperelliptischer Integrale erster 
Gattung, welche auf elliptische Integrale zurückführbar sind, nichts aussawen: 
ob die von Herrn Hermite autzeworfene Frage, die oben näher bezeichnet 
worden, sich auf dem Wege algebraischer Transformation überhaupt 


worten lässt. oder ob sie nur auf Grund einer wenaueren Behandlung der 


$-Transformationen erledigt 


Stande zu entscheiden *\). 


Wien. im October 1877. 


Ich will nicht unterlassen, einer interessanten Bemerkung des Herrn Hermit: 
Erwähnung zu thun, die mir derselbe nach Kenntnissnahme der vorlierenden 


A )(z 

f 2 Fa 

(2 —2 )(z 
f 

de. 

Y(3— 2, )(2- 
a,+ 4,2 
I+b3 


ee. 


b, 


Pa 
+ j 3 


„-...v 3°7)dz 
n. \- di 
S A3- 3)\* u 
9,2 v,‚z"")d: 
2. de ( 
S Ay S u’) 
I S V), 
- / -_ FAR 
eC 7 43/\® u, . 
- |] 
- 1! i 


über die Reduction hyperelliptischer Integrale auf elliptische. 24% 


werden kann, bin ich für jetzt noch ausser 


ım Anschluss an dieselbe zukommen zu lassen die (lite hatte: 
l,a formule de substitution 


pour la transformation des fonetions elliptiques, donne les relations suivantes (Funda- 


menta pag. 56): 


par exemple, ce qui donnera 


. 
TE 
V+AU = (1- 
V-AU 


f 2 TEN 2 


dot par eonsequent 


y(P— Ur 


et enfin 


r 


vr <- UV + 


C'est done par la formule de Jacobi, tormule explieite, la reduction a lintegrale 
elliptique 








F 


y’ 


— (1+2)4", 


Mn 


J 


)B’, 


zxr)( 


AU) — A— al 
AU) = Vi—x 
AU) 


} 


| | 
| 


{ | 
% 


(1—xr)D’. 


Multipliez membre ä membre, ces diverses relations moins une, les trois premieres 


-#r)A’B’C, 


-zx2)A’B’C 


— YVA—-e’)(i +x2).ABC. 


dy 


mie 


) Y) 
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des integrales hyperelliptiques dependant du radical 
yYVAa—-e’)i-+xe). 
Pour le troisieme ordre en partieulier, si vous faites avec Jacobi 
„_ (a4? „_ e(a+2) a(@ +2) 
(a1) ’ 7° (2a +1)° 2a +1 
vous aurez la substitution 


pus W= 


z(1 +2a+e’'r‘) 
1+(a’+2a)x’ ’ 
qul donne: 


dy A—hx)dx 
— (1-+-20 — ee  _——— nn + 
J Va AN: I re re) 











Ueber die Transformation einer gewissen Gattung 
von Differentialgleichungen in krummlinige 
Coordinaten. 


(Von Herrn S. Gundelfinger in Tübingen.) 


Im 36. Bande dieses Journals, S. 119, hat Jacobi, theilweise nach 
Lame's Vorgang, gezeigt, dass es zur Transformation der Potentialgleichung: 
= i a == zo —=() in beliebige allgemeine (orthogonale oder anorthogo- 
nale) Coordinaten hinreicht, das Quadrat des Linienelements de’ -dy’-+-dz 
zu transformiren. Diese Eigenschaft der Potentialgleichung bildet nur einen 
speciellen Fall eines allgemeinen Satzes, welcher, zusammen mit einigen 
ddaran geknüpften Bemerkungen, den Gegenstand der folgenden Note bildet * 
und folgendermassen ausgesprochen werden kann: 


„5 2. Tu. ».. z, zwei Reihen willkürlicher und 


In 


Es seien &,. $,. 
von einander vollkommen unabhängiger Variabeln. Ferner bedeute | 
eine Function der z,, &, ... xz,, und J irgend eine simultane Invariante., 


welche man aus dem Systeme algebraischer Formen der 5. 5. ... &”: 

Sr +8 7 Sn» 

Eu, SU | . ol h 

Su +S, = ) J “ 

on CO u, 

‚o’V TE ‚o’ 

I | S, > Be. 7 r "T 5 ) J Pr 

Or, OrX,OXx OL 
73 U 3 

‚o’) a o’) o’) 

ls — + 38 tE 2%] 

or}  omor, ca 


bilden kann, indem man die Differentialquotienten 
oV o’V o’V 


. 


- u, ir pr ud 
or ' 0MOR OL OL OL, ' 

*) Der fragliche Satz ist von mir schon seit längerer Zeit gekannt und unter 
Anderen Herrn Borchardt Weihnachten 1876 mitgetheilt worden. Die Betrachtungen, 
welche dieser Geometer bei der Transformation der Elastieitätsgleichungen (Bd. 76 
dieses Journals, pag. 45 —58, besonders pag. 51) angewandt, gaben mir überhaupt die 
erste Anregung zur Aufstellung des T'heorems. 
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als constant betrachtet. Um alsdann die Differentialgleichung J=0 in 


vw 
irgend welche krummlinigen, dureh die Substitutionen " 
1.) En), Weile Pi, $) 
definirten Coordinaten zu transformiren, genügt es, in dem Ausdrucke für 
das Quadrat des Linienelementes 
(111. da, + +dr, = eudo, + 2e,do,do, ++ e,,do! 
die Coeffieienten e, zu kennen. N 
Beweis. Man erhalte aus (Il. H 
Wer — a,do,+a,do,—+a,do,, ti 
iv, (de = boden +bide, ++ b,de,, si 
de, = gdon+ dot + 9.do,, fi 
oder, indem man die Bezeichnungen: 
2 +0,0,6..9, = T, 
ör or V 
— = A. ... , = (4, 
04; 09; 


anwendet und nach den do, auflöst: 
Er, rdo, = A,da,+ B,de + +G,de,, k=0,1,...n; 
dabei ist wegen (III): 
(V) & = 4+bb, +" +gg:: 
und daher nach dem Multiplieationstheorem der Determinanten 


[ ve) r' Z + (eu. Eu: ..». e..) = E. 


Nunmehr führen wir ein System von Grössen X,, A,,... A, ein, 
welche mit den $, genau ebenso zusammenhängen, wie die de, mit den 


dx,: wir setzen also: 
_— a,‘ -amÄ, T + +4,Ä,, 


(V1.) 3 a b,Au+b, Ä, er... 1: Bi, $ 


E: nn A,u,t+g At +g,Ä,. 
oder aufgelöst: 
Wr.) rX, — A,Su+ B, S, + ls, (k — 0, 1, Erw n). 
Vermittelst dieser Substitutionen wird gemäss (V.): 


(VII) &+ 7 + PN +5 . eu A, + Ze A,Ä, ++ Ean Ar, 


YSrr 
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während die übrigen algebraischen Formen des Systems (].) übergehen 
mögen in: 


n n?> 


. ? ”V — Vox VuX x Mr ® Ä,, 
vo) (“ en ! 


A er VınXo + re ee ED 6 


\ D 


| oV = V,X,+V,X,- -V,X,, 


Nach der charakteristischen Eigenschaft einer Invariante wird somit das 
fragliche T’heorem giltig sein, sobald sich die W,, Vi; Vans». als Fune- 


' oV o’V o’V . oe 
tionen der ——, ———, ——— » 0». ßowie der e,, dar- 
07173 c0;,008; 00,00, 00, 00 


stellen lassen. 
In Bezug auf die V, erhellt dies unmittelbar aus dem Umstande. dass 
für irgend eine Funetion F von &,, ... x, der Ausdruck 


. oF .„ OF . oF 
IF = &,—— + —— + +5. 
Or, or, Or, 


vermöge der beiden Substitutionen (IL) und (V1.) übergeht in: 


oF OF . . mE 
AF en Ä, 5 }- Ä, 7 — Ben Ä, 7) 
IQ, 00, oD, 


Die Gleichung 
OF = AF 


zeigt auch, dass unter Vermittelung der beiden Systeme (IL) und (VI. 


"V=0d(AVY) = A(AV) 


xy f oV j / oV 
| — X, IHK 45 )++X,. 4 

(VOL) { y Ay Ay 
+ RIEF HR) IX, 

oo, 00, DO, 

o’V z .oV i 
| = 22 +2 A(X,). 
m CD, OO k 00% 


Um den Ausdruck 4(X,) für unseren Zweck passend darzustellen. 
gehen wir davon aus, dass nach (VI“.) und (V1.): 


OX, X or ED . . | dG, | 
_— ua 3 k Z— en = Sı) 1 - S| - ...— : S r 
Odin OP OD, OD COm 
m oA, ob, 0G, | 
l OOm O0 O0, « 


*) Man erinnere sich, dass in der ganzen gegenwärtigen Entwiekelung dis 
& 8, -.. &. als willkürlich und von den Grössen 7 unabhängig angesehen werden. 
während die X,,... X, in (VI«.) vermöge der A,, B;,... die 0, im Allgemeinen enthalten 
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Da jedoch die Summe a,A,+b,B,+---+9,G@, den Werth r oder Null 
hat, je nachdem % gleich ! oder von ? verschieden, so wird: 


OA, an 06) or 





u, are 
0, ar Ögr 2. be 
a AB +) = 0 =, 
und daher: 
X, ca, ob, og: 
ER B tr. 
Diese Gleichung multiplieire man mit r und bringe rechter Hand jedes Product 
Ze ob, 09: 
A +Bz + + 
d.h. 
| oa, 
A Da Bi a 
„di ... b,_ı er by41 ... bi 
| 
| 
an 
Iı +++ K-ı do Ixr1 +++ In 





nach dem Multipliecationstheorem der Determinanten und mit Anwendung 
der Symbole 


. l OCyi oe; Dem . 
a) let) det... n, 





in die Form: 


Im | 
| Eeiw Eu ... Eyr—ı : 0 Euyr+1 ... Eon ) 








Im | 
em er ++ Era-ı]4 Eıxrı +++ Em|, 





| "Im 
En Enı ++ En. n En.k a Ean 


Setzt man weiter mit Herrn Christoffel: 


x Ef Zefa fede le) 


dert n 


*) Wi ir ‚ori uns hier der Bezeichnung an, welche Herr Christoffel in Bd. 70 
dieses Journals S. 48 eingeführt. Die “s sind dieselben Grössen, welche Herr Lip- 
schitz (ibid. S. 78) durch 4g;,m und Riemann (math. Werke 5.381) durch 4p;.,. darstellt. 
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so ergiebt sich 


£. OX; (Omi, (im. (nm) 
(IX a nn oo, = X, \ k \ -+-X, ! k ( — .. Ä,) k ( u 5 
und hieraus wegen der Identität von Are mit } b 


RI) = Hal nn HHlnrix, 


Ueberdies hat man an Stelle von u die Formel: 


r NY . \In J 
XL) &V = z2(— DE ee 
m N 00,00, x 'k)o 0; 
welche unter Zuziehung von (X.) sofort zeigt, dass auch Ö’V, d*V, ... die 


gewünschte Darstellung zulassen. 


Der nunmehr vollendete Beweis für das in der Einleitung ausge- 


” 


-_ 


sprochene Theorem lehrt gleichzeitig, dass dieses selbst giltig bleibt, wenn 
man dem Systeme algebraischer Formen (I.) noch eine beliebige Anzahl 
Polaren irgend welcher anderen Funetionen W, F u. s. w. hinzufügt, und 
aus dem so erweiterten Systeme eine Invariante bildet ***). 
Speciell kann man für W eine beliebige homogene lineare Function 
der z;: 
W= wtw&t+t:"+u,r, 


annehmen, so dass vermöge der Substitutionen (V1.) 


oW = wutmäi rt tuF, 


nn Xu, -UA, >. HU nr 
worin 
U, = amw+b,u +: + 9,u,. 


*) Aus dieser einen Gleichung fliessen (a +1) andere, wenn man Stelle der X, 
ihre Werthe aus (Vl“.) substituirt und die Coefficienten der verschiedenen &, beider- 
seits vergleicht. Man kann dabei setzen: 


A: Ö 0; B, OP; G; tar 


} 


-_— 


— —_ .. _ m zen r -  .0#+# nn 


r Ör, r or, r Or, 

*#=) Nimmt man hierin Y = o,, so kommt man wieder auf Formel (X.). Wird 
V=2(i=0(,1,...n), so verschwindet Ö°V identisch, so dass für ein bestimmtes 
x; die A(n-+ 1) +2) Differentialgleiehungen bestehen: 

= —— 271 De  Kum=0, 1, 2»... 8 
Man vergleiche hierüber die eben eitirte Arbeit des Herrn Christoffel p. 49. 

*#=#) Man kann somit auch eine grosse Klasse partieller Differentialgleichungen 

mit mehreren unbekannten Funetionen transformiren, sobald man den Ausdruck für 


das Quadrat des Linienelementes kennt. Es gehören hierher wichtige Differential- 
gleichungen der mathematischen Physik. 


38 * 
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Nennt man, wie üblich, jede simultane Invariante der Funetion IW und 
des Systemes (I.) eine „Contravariante“ des letzteren, so lässt sich mit 
Rücksicht auf die schon oben benutzte Gleichung OF = 4F der Satz aus- 
sprechen *) : 
Jede Contravariante des Systems (I.) geht vermöge der Substitutionen 
= = in einen Ausdruck über, der, abgesehen von einer Potenz der 
oF VW 


Determinante r, ungeändert bleibt, wenn man die a, 
; } Or OL; OL; Or} 


dureh die er. V,; Vus ».. ersetzt. 
00% 

Die vorliegenden Entwickelungen gestatten in der Analysis vielfache 
Anwendungen, auf die ich an anderer Stelle zurückkommen werde. Leldig- 
lich zur näheren Beleuchtung der allgemeinen Methode seien einstweilen 
zwei einfache Beispiele hier angeschlossen, nämlich die Transformationen 


4 o’V . .. .. ® .. ® 
der Summe =: ä; , Sowie der Ausdrücke für die Hauptkrümmungsradien 
T%; 
einer Fläche V(z,, z,, 2) = const. im Punkte x,, ©, &. 


Nach der Theorie der Contravarianten und gemäss (VII.) 
(X1.) u, - un. + u, — &u Us + Er + 2euı U,U, ++: +80}, 


worin wir der Kürze wegen 
1 oE 


E dex 


u, KW RD 1... e) 


vesetzt haben. Für die einfachste simultane Invariante der quadratischen 
Form 3a; und des Ausdruckes dO’V in (XL) hat man daher: 


Pr 
a var: . o’V Im\ oOV 
XL) 255 = Z2eu(22—-2| , |—) 
028 Im 00,00, k 00; 
Man kann diese Gleichung leicht in die Form bringen: 
u oV oV oV 
o’V o.E: (en oo. + Ein 80. r Baia + Enm = 
fe: ERDE 2 a ee u, 
k OT; m © IVO m 


da nach (IX%) und (IX.) 


) Dieser Satz ist in der hier auftretenden Fassung für Anwendungen besonders 
bequem. Dem /rhalte nach ist er schon in der Bemerkung des Textes enthalten, dass 
man bei der Bildung einer Invariante aus dem Systeme (I.) dieses um die Polare ÖF 
erweitern dürfe. 
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Im I y U OEm 
22: ( — iS e, Ki r ) 


| l; Im 
m U 


l m CD; 


. de;; 
Fr & (22 € k E zn r ( ) 


n /M 


m Y 
oF JEpn 
y 1 u - 4 . kın 
= —IE’2e, — 
v i cd; ti ( oO n 


Wenn insbesondere orthogonale Coordinaten vorliegen, wenn also das Qua- 
drat des Linienelements die Form hat: 


2 2 2 

2 | | , do? do do; 
de, +dz) + +de, = 2 4 n +45 
n 


u I 


so wird: 
-..s=B (BSH, 


< + (euen..eu) = (höhl...h)" 


Ex > ii. €, nn 0. k ” / 1 


. 


y) 
2 ) ä ı‚V 
oV ö.(h2(h,h....h,) 1 e y ) r .(h3 (h,h, ...h„)"' . ) 
\ } 7 
Al I". o = A .h, — ° 0, 2a e | 


x; 00, e” O0, 

Um auf das zweite oben erwähnte Beispiel näher einzugehen, 
erinnern wir daran, dass die Hauptkrümmungsradien r, und r, einer Fläche 
Yiau, 2, %,) = eonst. in dem Punkte mit den rechtwinkligen Coordinaten 
2, 7, 7, durch die Gleiehungen gegeben sind: 


= (Y& 2 )+G E Ga) 


VIEH): R: 


dabei sind 4, und 4, die W kat einer be ‚kannten quadratischen Gleichung, 
welche beispielsweise in Hesses analytischer Geometrie des Raumes, Vor- 
lesung 30, Formel 9 näher angegeben ist. Dieselbe ist offenbar eine In- 
varıante des Systems I und daher, in den Üoordinaten o,. 0. @& ausge- 
(rückt, von der Form: 

*) Ch. Weierstrass, Berl. Monatsber. 1858 p. 214. 

**) Es verdient noch angemerkt zu werden, dass in diesem Falle: 


oO X, 1 oh; m h} oh , , 
Re Ä X — —- ——- X, (kSm), 
09, h; OOm h. 00 
oX, 1 oh, r . r 
aan Er. ae 
C 0; h; ım c 0 ı 
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| Vo—ken Va—reı Ia—ken Vu 
Vu—ren Vı-ken Fake Fi 
Ve Vale Va—hen v,| 
nv V, rn 0| 
Da überdies nach PRO. 
a N ei) 

so ist die ehe bereits vollständig gelöst. Durch die Kate 
V(z,,%,%)=0, geht die Gleichung (XIV.) in die einfachere über: 





(XIV.) 





‘(11 12 | 
; \ 0 |+ie en + 651 
(X I.) | 21 99 it | == U, 

Itoyrre then 


so dass der Satz gilt: 
Die Gleichungen: 
LT, = Pu (Qo, 0,0), -m= pr (Oo, 91, 2, 
repräsentiren für o,= eonst. eine Fläche, deren Hauptkrümmungsradien 
r, und r, in einem bestimmten Punkte o,, @ mit den Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung (XVL) durch die Relation verknüpft sind: 
VEso VEoo, 


r = Kr Ga r,=» 2 
u 2 


Zum >Schlusse sei angeführt, dass man ganz analog aus den Er- 
gebnissen, welche in Hesse's Raumgeometrie, dritte Auflage, S. 445—448 
mitgetheilt sind, das Theorem ableiten kann: 

Die Gleichungen: 

= Po(O0, 017,02) +++ 22 = Pr(O0, Pi, ®2) 
repräsentiren eine Flächenschaar, wenn man dem Parameter @, andere und 
andere constante Werthe zuertheil. Damit diese Flächenschaar eine 
Dupinsche sei, muss bei Anwendung des Zeichens H an Stelle von (Ye,)" 
die Bedingung erfüllt werden: 





yılı @H g11yoH 11 cH 

Io» eu; 60? 01 co, | 2 00, | 

‚121 IR; I2)oH 121 OH, . 

LIE Sn Er nur dreh 

+ o’H yır oH wi oH | 
le u U 


Gundelfinger, Differentialgleich. in krummlinige Coordin. transformirt. 303 


Diese Bedingung kann natürlich von derjenigen, welche Herr Weingarten 
in Band 83 dieses Journals S. 11 entwickelt hat, nur formal verschieden 
sein. In der hier gegebenen Gestalt ergab sie sich bei der Lösung *) der 


allgemeineren Aufgabe, die partielle Differentialgleichung dritter Ordnung 
für den Parameter V einer Dupinschen Flächenschaar f(x, y, 3) = V in die 
krummlinigen Coordinaten @,, 0, 9% zu transformiren. 

Tübingen, Ende März 1878. 


*) Diese Lösung war eine der ersten Anwendungen, die ich von dem allgemeinen 


Transformationssatze gemacht. Im December 1876 habe ich Herrn Fiedler hiervon 
Kenntniss gegeben. 





- u. 

























Ueber Sechsecke ım Raume. 


(Aus den hiuterlassenen Papieren von O. Hesse mitgetheilt durch Herrn 
S. Gundelfinger *).) 





- 


\\ enn ein Sechseek im Raume die Eigenschaft hat, dass die gegen- 
überliegenden Seiten desselben sich paarweise schneiden, so ist es ein 
Brianchonsches Sechseck, das heisst ein Sechseck. in welchem die drei 
die gegenüberliegenden Ecken verbindenden Diagonalen sich in ein und 
demselben Punkte, dem Brianchonschen Punkte, schneiden. Umgekehrt lehrt 
auch die geometrische Anschauung, dass in jedem Brianchonschen Sechseck 
die gegenüberliegenden Seiten sich paarweise schneiden. | 

Dieses vorausgesetzt, wollen wir annehmen, dass die auf einander 
folgenden Ecken eines Sechsecks im haume durch ihre Gleichungen ge- | 
geben seien: 

4) Kai Kuh ... Koh 

deren linke Seiten Ausdrücke von der Form bedeuten: 

2) 4 = Su+tne+Ql,w-+9$;r. 
Die Bedingung, dass das Sechseck ein Drianchonsches sei, wird durch die 
Identitäten ausgedrückt: 

(3. U= oh to, ze fr, +0, 1; = 9, I; +@ Vs, 

wenn wir annehmen, dass U, = 0 die Gleichung des Brianchonschen Punktes 
sel. und wenn wir unter den sechs Coeffieienten o solche eonstante Grössen 
verstehen, welehe die Gleichungen (3.) zu identischen Gleichungen machen. 

Die geometrische Anschauung lehrt ferner, dass in einem Brianchon- 
schen Sechseck jede der geraden Seiten von jeder der ungeraden Seiten 


geschnitten wird. Deshalb liegt jedes Drianchonsche Sechseck mit seinen 


‚ In der vorliegenden Arbeit giebt Hesse eine neue Lösung des von ihm vielfach 

‚eh: he Problems: Wenn sieben Schnittpunkte dreier Oberfl: ichen zweiter Ordnung 
gegeben sind, den achten Schnittpunkt zu bestimmen. (Cfr. dieses Journal, Bd. 20, 
S. 307; Bd. 26, 8.147; Bd. 73, 8. 370.) — Das Manuseript Hesse's war bis auf den 
Schluss im Wesentlichen vollendet und bedurfte behufs der Fertigstellung zum Drucke 
fast nur kleinerer stilistischer Aenderungen. Einige von mir herrührende Ergänzungen 


sind, für sich getrennt, am Ende der Abhandlung angefügt worden. G. 
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Seiten ganz auf einem Hyperboloid, dessen Generatrieen entweder die ge- 


raden oder die ungeraden Seiten des Sechsecks sind. Ebenso einfach tühr 
man auch den geometrischen Beweis des umgekehrten Satzes, dass jedes 
Sechseck auf einem Hyperboloide ein Brianchonsches ist. 

Liest ein Sechseck im Raume, dessen Eeken dureh die Glei 
chungen (1., gegeben seien, mit seinen Seiten ganz auf irgend einem we 
gebenen Hyperboloid p(z,y,2,p)=0, so hat man folgende zwölf Bedin- 


» fr * 
gungen: 


\Y 0), 2 =U . MB - (N), 
Ip: —A(), (23 A). ur Nr (foı = 0), 


wenn man annimmt. dass 


Le > 4 Fr ’ is 7 er f 


pi Yf 5 N . Yı: sı% ($2 1 NY FR | 14 - I, ) eIe. 


seien. Denn die sechs ersten Gleichungen drücken aus. dass die sech 
Keken des Sechsecks auf dem Hyperboloid liegen, und die sechs andere: 
Gleichungen in Verbindung mit den ersten, dass auch die Seiten auf dem 
Ilyperboloid liegen. 

Ist das Hyperboloid, auf welchem das Brianchonsche Sechseck lie 


nicht unmittelbar segeben, so hat man zwischen den Coefheienten de 


Funetion g zwölf lineare homogene Bedingungszleichungen (4.), aus welchen 


.— 


durch Elimination drei Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten 
der gegebenen sechs Punkte (1.) hervorgehen. 
übenso erhält man drei Bedingungsgleichungen zwischen den Coor- 


(linaten der gezebenen sechs Punkte (1.), wenn man die acht. in Rücksieh' 


T 
auf die sechs Unbekamnten @ linearen und homogenen Gleiehunsen aufstellt. 
welche aus den Identitäten (3.) unmittelbar folgen, und wenn man hieraui 
die Unbekannten eliminirt. 

Diese drei Bedingungsgleichungen zwischen den sechs „gegebenen 
Punkten (1.) müssen nach dem Vorhergehenden äquivalent sein den drei 
aus dem Systeme \4.) abgeleiteten Bedingungssleichungen. 

Wir werden dieses auch analytisch nachweisen, indem wir zeigen. 
wie aus den identischen Gleichungen (3.) die Gleichungen 4.) hervoı 
schen, und umgekehrt, wie man von dem Systeme (4.) zu den Identitäten 
(3.) gelangt. 

Welches auch die sechs gegebenen Punkte (1.) seien, so. kann man 
die zehn Coeffieienten in der Funetion g immer eindeutie so bestimmen. 


oO 
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Denn es sind dieses 
lineare und homogene Gleichungen in Rücksicht auf die zehn Coefficienten. 


dass sie den neun ersten Gleichungen (4.) genügen. 


Aus (diesen neun Gleiehuneen und den Identitäten (3.) lassen sieh dann die 
he) ER 


(rei letzten Gleichungen (4.) ableiten wie folgt: 
Wir heben aus (3.) die Identität hervor: 
3, -09V, = — 09V; +0, V,. 
Wir quadriren jede Seite der identischen Gleichung, entwickeln sie hierauf 
und setzen für die Quadrate und Producte der Variabeln die entsprechenden 
Coefficienten der Funetion 9. Durch diese erlaubte Operation, die wir im 
Folgenden öfters anwenden werden, geht die Identität unter Berücksightigung 
der neun ersten Gleichungen (4.) 
4.) 


in die zehnte nicht identische Gleichung 
über u. 8. w. 

Nehmen wir umgekehrt an, das Sechseck liege auf dem Hyperboloid 
statt. Wir wollen nun aus 
ihnen die Identitäten (3.) herleiten, welche, geometrisch interpretirt, aussagen, 


g=0, so finden die zwölf Gleichungen (4. 


dass das Sechseek ein Brianchonsches sei. 


(1)(2)...(D) seien, so kann man die 


Welehes auch die fünf Punkte 


fünf Grössen ®,. 9. 0. 0,, 0, Immer so bestimmen, dass man identisch hat: 
D.) 0, V, — 0 V; + Oz; V; - 04 V; ng O5 \. =—— (). 
Indem man diese Gleichung der keihe nach mit V,, V;. V. 


multiplieirt und für die Quadrate und Producte der Variabeln die Coef- 
fieienten in der Function g setzt, erhält man die fünf, im Rücksicht auf 
.. 0, linearen Relationen: 





Pı1, 
| 0:9 — 9. +5,95 +9 Pa 095 =), 
\o..0 — 0. +5. +9, 4-05 7 ), 
b. 9.53 — 9.0 +50 +09.0 — 0,95 = UV, 
[erneut +0, —0.V9 = U, 
09.95 —- 9 Ppst 55 +49 09V =. 


Setzen wir, um die Unbekannten zu bestimmen, die Werthe von o, und o 


aus der zweiten und vierten Gleichung in die übrigen, so wird: 


9.0 + 593 Pa 05 Pı5 Pa — PıaP35) 
9,13 + 95.0 


OP fa Pa) 9-5 Pad = d. 


Fer 0; f 35 


0, 
0, 
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Es ist demnach 
e. (Ps Pi —1,4$25)0 


Oz ’ O0, = 


(p, Far F14V25)0; 
Pıs Pa: P35 Fr; 
woraus der Werth von o, folgt: 


OÖ; : U), 
und zugleich, dass 
A (Ya = UV. 
Die identische Gleichung (5.) stellt sich demnach also dar: 
S. 9,V, + o,V, = &h+0;V,, 


während aus dem Systeme (6.) sich ohne Schwierigkeit ergieht: 


Ä ) | 
01-9 = 7 Pu 
(9, | 
1 
le=-—- 9 = pn; 
x _ IPs Pr _ PsPa _ Ih 
10, 7# af Pıs ° PısP 959; 
nn LEIUZ = PriF: 
G 1; F, f 


In ähnlicher Weise, wie wir die identische Gleichung (8.) aus dem 
Systeme (4.) abgeleitet haben, können wir auch folgende Identität: 
11. 0,Vı + V, 9,1, +0,V, 


l i + 


beweisen, aus welcher auf die angegebene Art die Werthe von o hervorgehen 


(= - Pa, = - Pi: PuPs = Pıspa- 
12. 0, = Yf 0 = | Yf 4 = (3 
I: = P4 
A _ 1 / SP Pr _ PP _ PP _ IP 
‚13, Fe N Pr Pt el Pet 
| PP, PP; PP: 
\ Pr PP Pad 


* r .. . 4 * Y . * 
Da hier das Verhältniss den «leichen Werth hat wie in /10.,. so setzen 
1 
sich aus (8.) und (10.) die identischen Gleichungen (3.) zusammen, die man 


nun so darstellen kann: 


, - p, , 
14) U=eyv+aey=ey+tıy=Feyy+tey, 


u , War Vin er 
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Das Vorhergehende handelte von einem Brianchonschen Sechseck 


im Raume. Jetzt werden wir irgend ein geradliniges Sechseck im Raume 
betrachten in Verbindung mit einem beliebig gewählten Punkte, 
Die Gleichungen der auf einander folgenden Eeken dieses Sechsecks 
U seien: 
(15. U =0(, 0. =V, or .—0, 
und die Gleichung des beliebig gewählten Punktes 
16.) U=0. 
Wir werden annehmen, U, sei der Ausdruck 
(17.) U = zu+tyc+z,wWw+p;r, 
also 2, 9» &ı. p, die homogenen Coordinaten des Punktes U, = 0. 
Dieses vorausgesetzt, so lassen sich zwölf Constanten 4 und u so 
bestimmen, dass man identisch hat: 
| = WU +AU,+u,U,+u,U, 
18.) 10; + 0.4 1, U,+ 4, U, 
| = „U; U,+ u,U,+ u, U,;''* 


denn setzt man die Coeffieienten der vier Variabeln «, vo, w, r auf beiden 
Seiten dieser drei Identitäten einander gleich, so erhält man zwischen (den 
zwölf Unbekannten 4 und « zwölf lineare nieht homogene Relationen, 
welehen man genügen kann. Wir werden im Folgenden annehmen, dass 
die zwölf Uonstanten 4 und « demgemäss bestimmt seien. 

Um das System (18.) für die geometrische Interpretation geschickter 
zu machen, wollen wir mit V,...V, die Ausdrücke bezeichnen: 
ur „,U+4U, Vz ıU,+4U, V,= 4U,+ %4U,, 
II, = U, +wU,, N,=wU,+uU,, Vz wU+tulÜ,. 
mit Riieksieht auf welche Bezeichnung die Identitäten a: sich so dar- 
stellen: 

20.) Vv,=VH+V, V,+V, = V;,+V.. 

Betrachten wir nun die, durch die ie n,=dQd, .. u=0 . amsge- 
(driekten Punkte als die aufeinanderfolgenden Eeken eines zweiten Sechs- 
eeks FV im Raume, so beweisen die Gleichungen (19.), dass die aufeinander- 


| 


IDie Zeichen |1|, |2) u. s. w. beziehen sich auf die am Schlusse gegenwärtiger 
\rbeit von mir beigefügten Anmerkungen. @.| 
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folgenden Ecken dieses Sechseeks V in den aufeinanderfolgenden Seiten 


des Sechsecks U liegen, d. h. dass das Sechseck V dem Sechseck U ein- 
beschrieben ist. Aus den Gleichungen (20.) ist zu ersehen, dass jede der 
drei Diagonalen des Sechsecks V dureh den Punkt U,=0 weht. Das 
Sechseek V ist demnach ein Brianchonsches Sechseeck im Raume. Es lässt 
sich leicht eonstruiren. Denn legt man durch den gerebenen Punkt U, = 0 
drei gerade Linien, von denen jede ein Paar gegenüberliegender Seiten des 
segebenen Sechsecks U schneidet, so werden die sechs Schnittpunkte auf 
den aufeinanderfolgenden Seiten des Sechseeks U die aufeinanderfolgenden 
lüeken des Sechsecks V sein. 

Da das Sechseck V ein Brianchonsches ist, so kann man nach «dem 
IHyperboloide 9=0 fragen, auf welchem das Sechseek liegt. Dazu dienen 
die zwölf Gleichungen (4.), von denen man gesehen hat, dass sie nur die 
Stelle von neun Gleichungen vertreten. Sie sind in Rücksicht auf die 
('oeffieienten in g linear und ergeben durch Auflösung die Verhältnisse 
der zehn Coeffieienten in p ausgedrückt dureh die Coordinaten der sechs 
Punkte F. 

Auf diese Weise ist das Hyperboloid = 0 dargestellt vermittelst 
der Coordinaten der sechs Punkte V, die nicht unmittelbar, sondern in 
seeundärer Linie durch die sieben gegebenen Punkte U, bestimmt sind. Es 
ist jedoch nützlich, das Hyperboloid 9 = 0 dureh die Coordinaten der sieben 
veeebenen Punkte U direet auszudrücken. 

Zu diesem Zwecke ersetzen wir in den sechs ersten Gleichungen 4. 
ie Coordinaten der sechs Punkte Y durch ihre Werthe aus den Identitäten 
19.) und erhalten: 


,yp(l)+4 4,p/12 1, p(2 (), 
KL 2) Hin u, p(23)+ np () 
13% y + 4, If 34) - 1,9 4 0), 
2] 
u,Y 4 r U, U, 45 1,4 7) - . 
| 5 Y D)-+ 4, 4, 96)-+ 4; 6) = U, 
wp(6) Hrn yi6l)tunpil (), 


wenn wir nämlich mit g(1), (12), ... die Ausdrücke bezeichnen: 
vl)=ylayızıp), PL) pl) +yY(y)++py (pn). 


as zweite dem genannten Zwecke dienliche System von sechs Relationen 
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geht in ähnlicher Weise aus den.sechs letzten Gleichungen (4.) hervor. 
Diese Relationen lassen sich jedoch durch das angegebene System (15.) 
in eine angemessenere Form bringen. Um gleich auf die gewünschte Form 
zu gelangen, schlagen wir folgenden Weg ein. 

Durch die Verbindung je zweier aufeinanderfolgenden Identitäten 
in (19.) gehen die sechs Gleichungen hervor: 


1 U, —u,U, = V,w—V;A%,, 


ll 


1, U, —1; 4A, U, = N, —V;u;, 
1, 9; —4,u,U, = V,w,-V;4,, 
14,4, U, — u, uU; = Va —V;u;, 
st U, — ml) E Vu Vohs. 


uU, - uU; = VA, —Vı u. 

(Juadriren wir beide "Theile dieser Gleichungen und setzen hierauf 
für die Potenzen und Producte der Variabeln «, e, w, r die Coefficienten 
der Funetion g, so verschwinden mit Rücksicht auf die Relationen (4.) die 
rechten Theile der Gleichungen. Man hat deshalb: 

Kup) Aw; py(ld)+ Rp) =, 
\eör 2)— ur, 1, 4,24) +54, p(4) = 0, 
2 BB) ku) +AWp(d) = 0. 


ur p (4) — uzh,u;isp(46) + up (6) =. 
FREE Ol)+Kwgyp(l) = 0, 
why) — U kpl62) Fuiip(2) = 0. 
lÜs lässt sich auch das System (21.) in ähnlicher Weise ableiten aus den 
Identitäten (19.) unter der Voraussetzung der Relationen (4.). Denn quadrirt 
man beide Theile der Gleiehungen (19.) und setzt hierauf für die Quadrate 
und Produete der Variabeln die entsprechenden Coeffieienten in der Funetion 
f, so erhält man gerade das System (21.) *). 


*) Setzt man A, :4, = —(p:g), u,:u, = —(g:r), also 
(A u,):(A,u,) = p:r, 
so nehmen die beiden ersten Gleiehungen (21.) und die erste Gleichung (22.) die 
elegante Gestalt an: 
pP) pgay(l2)+’yl2) =.0, 
PD - arg) +ryO) =, 
r’p(3) —-rp BE) -+p’Y4 (il) = 0, 
Ich weiss aber aus dieser Form keinen weiteren Nutzen zu ziehen !?], 








”i 
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Die zwölt Gleichungen (21.) und (22.) sind nichts anderes, als die 


Itelationen (4.) in einer anderen Gestalt. Da diese Relationen (4) aber 
nur die Stelle von neun unabhängigen Gleichungen vertreten, so gilt das- 
selbe von den Systemen (21.) und (22.). Letztere dienen dazu, die Coef- 
fieienten der Funetion g in linearer Weise zu berechnen als Ausdrücke 
der Coordinaten der gegebenen sieben Punkte U,, U,,... U. Die (Co- 
ordinaten des Punktes U, gehen nämlich in die Grössen A und « ein, wie 
sie dureh die Identitäten (18.) definirt sind: oder deutlicher ausgedrückt, 
die Coordinaten der sechs Punkte U,, U,, ... U, sind direet enthalten in 
den Grössen (1), ... (12), ... und indireet,. zugleich mit den Coortdinaten 
des Punktes U,, in den zwölf Coeffieienten 4 und « der Identitäten (18.). 
Wir wollen nun in allen aufgestellten Gleichungen die Grössen 


” x ir. wu Rn. ut, “ U,, * .. it 


vesp. verändern in 
l 1 | | | 
(1) ’ 1,%(2) 290) ’ wgHll) ’ u,9(2) ’  u,9(6) 
und die veränderten Gleichungen geometrisch interpretiren. 
Es fällt zuerst in die Augen, dass durch die genannten Veränderungen 
die Gleiehungen (21.) und (22.) ihre Gestalt beibehalten. Die Identi- 
täten (19.) werden übergehen in: 


vo Er; - oa U  E 
4)‘ 1,90)  3,4@) TERRY 6) 4,46) 
(24.)\ ’ | 

Iya9— "; 4- U; I — RE VA 7 zu | 

| 462) up)’ u,y(4) u,40Q) u,y(6) pl) 
wenn wir annehmen, dass &,, 7, &, 9%, übergehen in S", „", TO, 9" und 


V, Vı,...ım VW, V®, ... Da nun die Systeme (21.) und (22.) äqui- 
valent sind mit den Gleiehungen (4.) vermittelst der Idehtitäten (19.), die 
Itelationen (21.) und (22.) aber ungeändert bleiben, so verändert sieh das 
System (4.) vermöge der Identitäten (24.) in 
\y — A), gp“) a: ı... y — A). 
| 0, I —=0, Te gr =, 
wenn wir festsetzen, dass g) = y(S", 7", IV, I), 

g”) 2 II) + 7 HEIKE) +IV p' (I) ete. 
Diese lrelationen sagen aus, dass die Punkte VV=0, ... VV = UV die 
aufeinanderfolgenden Eeken eines zweiten Sechsecks V. auf dem Hyper- 
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boioid g=0 sind. Da diese Punkte aber, wie die Identitäten (24. be- 
weisen, auch auf den Seiten des Sechsecks U liegen, so sind sie nichts 
anderes als die zweiten Schnittpunkte der Seiten des Sechsecks U mit dem 
Hyperboloid. 


Auch das zweite Sechseck V ist ein Brianchonsehes. Man wird daher 


sechs Grössen 0, 0%, so bestimmen können, dass man identisch hat: 
. # r ei l (1 | 7 ’ L ’(? 5 (5 - r \ ars 
(26.) U, =o"!V)+ EP yO = gMYM+LLOYO = og OVd +EOYyM; 


dabei wird U,= 0 den Punkt darstellen, in welchem sich die Diagonalen 
des zweiten BDrianchonschen Sechsecks schneiden. 

Die analytische Bestimmung der sechs Coeffiecienten oe” in der ein- 
tachsten (restalt unterliegt noch einigen Schwierigkeiten. Bevor wir daran 
gehen, wollen wir die bisherigen Ergebnisse in Form eines Satzes kurz 
wiedergeben: 

„Wenn im Raume irgend ein Sechseek U und ein Punkt U, gereben 


Ist, und wenn man drei gerade Linien zieht, welche die gegenüberliegenden 


Seiten des Sechseeks paarweise schneiden, so sind die Schnittpunkte auf 
den aufeinanderfolgenden Seiten des Sechsecks U die aufeinanderfolgenden 


Keken eines Drianchonschen Sechsecks V, dem der Brianchonsche Punkt 
U, zugehört. Das einbeschriebene Sechseck V bestimmt unzweideutig ein 
Iivperboloid, auf dem es liegt. Dieses IHyperholoid wird von den Seiten 


des gegebenen Sechsecks U überdies noch in sechs Punkten geschnitten. 


u 
(die in derselben Reihenfolge die Eeken sind eines zweiten, dem gexchenen 


einbeschriebenen und auf dem Hyperboloide liegenden Brianchonschen Sechs 


> 


eeks F mit einem Drianchonschen Punkte U-." 
is bleibt nun noch ‚übrig, die Coetfieienten o in den Identitäten (26.) 


T 


durch die Coordinaten der sieben gerrebenen Punkte U,,... U, auszudrücken. 


r 
Diesem Zweek dienen mannichtaltige Relationen, die jetzt entwiekeli 
werten sollen. 

Wir quadriren die identischen Gleichungen (20.) und setzen hierauf 
für die Quadrate und Produete der Variabeln die Coeffieienten in der Funetion 


£. Dadureh erhalten wir mit Rücksicht auf (4.) die Relationen: 
/ 
gy VW) = Yyua=Yps > px: 


Multiplieirt man dagegen die Gleiehungen (20.) nach einander mit den 


> © 


Funetionen V;...V;, und ersetzt die Quadrate und Produete der Variabeln 


i 


durch die Coetfieienten in der Function 9, so erhält man mit Bezug auf 








Hesse, über Sechseche im Ruaume. 


die zuletzt abgeleiteten Gleichungen 


(27.) (0) = oe 95 = 9 = O5 = Ya = Yu = 0 = Ps = Yen”). 


Nach (9.)— (13.) drücken sich die gesuchten Grössen 0%) so aus: 


1 a 1 1 
EEE. (35) (5) (51) (5) (13) 
io’ = ( 4 ( ri ( 
v m ’ m f ‘ m / 
1 1 1 
BO an (40) er (62) (6) __ (24) 
0 == N f . 0 — ] Yf £ 0 - ] Yf 
(28.) | 
/ EIGEN GO ge g) ge) ga) year) 
> gIKHIEE TI) 7 ON) 6) gg) 


gi9 65) er INT 
Man sieht, dass es sich hier schliesslich darum handelt, die 9 Grössen 
g” dureh die Coordinaten der sieben gegebenen Punkte U,... U, auszudrücken. 
Zu diesem Zwecke kehren wir zu unseren identischen Gleichungen 
(19.) zurück. Indem man je drei aufeinanderfolgende unter ihnen combinirt. 
leitet man ohne Schwierigkeiten folgende Identitäten ab: 


Ui; V, — u, u, NV, +, u; V; u U, + 1; U,. 
ur. - 43 1, V; + 1,4, V, = u, u, u, Ü, + u; u, 4, U,, 
EV ru V, hz hr tt Üz+ A; Aut; l 
(29.) | | 
is U N, — U; UV, + u, A N EU U U + u, u, uU). 
Fun. V,— ht Au, A, lt Ad, Ur. 
1: NV, — u 1 V + 1, NV, = U, tt, h, U,+ u, u; 4, U;. 


Man kann in diesen Gleichungen die Veränderungen (23.) machen. 
wenn man gleichzeitig die F,. #. ... verändert in die VV, 1", 
denn man erhält dadurch Gleichungen, die in einer ähnlichen Behandlung 
aus dem Systeme (24.) hervorgehen. 

Aus den Formeln (29.) ergeben sich nun folgende Werthe * deı 


vesuchten Grössen: 


y = nut : a m IE, br: m 7 
(30) Miigpll)p(4) u:u?y(2)y(Ö) Mi) (H) 
30.) { 
= re ws 
wur yAl)PA) DFB) up) ro, 


*) Diese Relationen ergeben sich auch unmittelbar aus (9.)—(13.), da in dem voı 
liegenden Falle die Factoren o,, 0,, ... sämmtlich der Einheit gleich sind. Gleichzeitig 


ersieht man, dass die dort mit A: bezeichnete Grösse ebenfalls den Werth Eins hat. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 4. 40 
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und zwar in folgender Weise. Wir quadriren die erste der angeführten 
Formeln und setzen hierauf für die Quadrate und Produete der Variabeln 
(die Coeffieienten in der Funetion 9. Wir erhalten derart mit Rücksicht 
auf das System (4.): 

http = re) PN) + lH) Ak) IH+ ARE). 
Macht man in dieser Gleichung die Veränderungen (23.) und lässt zugleich 
fs ing 


w. a 1 
hhuu, (A, ),u,) (A,4 u,)° PTEDTTENE (Adam) P)+ + (Ari) pH), 


übergehen, so ergiebt sich: 


Kliminirt man endlich aus beiden Gleichungen die Parenthesen, so hat man 
die erste Formel in (29.) ete. 
Setzen wir die Werthe aus (30.) in (28), so wird 
f l h, A,. Fi rg 
31) — = +- u 


m g u, u, a u 
aus eben jenen Gleichungen geht noch hervor: 
gr — usa, plO)p' (3)9"(6) 6 
| Im lg" I 
(25) 
f 


Mau plN)p’(l)p’(H 
(32) milgd 


„en _ Hui plO)y"DP'5) 
/ Per Im IIg") „ 


‚Ay® = y(1).p(2)....%(6). 
Substituirt man endlich die Werthe von (30.) und (31.) in (28.), so hat 
man «die gesuchten Verhältnisse der sechs Grössen 0”, ... 0” in den 
ilentischen Gleichungen (26.). 
Ks bleibt jedoch noch eine Schwierigkeit zu überwinden übrig, 
nämlich die Bestimmung des Vorzeichens in der Gleichung (31.)."” 


Anmerkungen. 


'1]. (8.308.) Diese Formeln sind hier nach der im Manuseript ursprünglich 
beabsichtigten Darstellung mitgetheilt. Später sind dieselben von Hesse durch die fol- 
enden ersetzt worden: 


U=0_o%4TU, +0, 4, U, +0,4,U,+0,u,U, 
= 9,u,U,+0,u,U,+0,4U, +0, 4 U, 


= 09,4, U,+o, 1, U, +o,u,U, Kon, U. 


Es war dadurch eine Reihe von ee bedingt, unter denen ich namentlich 








Blinden 
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die neue Gestalt des Systems (20.) hervorhebe: 
U=zoV+0V, =0V,+0,V/,=e,V,-+e,} 

Obgleich durch diese Gestalt die Symmetrie mit dem System (24.) gewahrt wird, so 
glaubte ich mich doch der ursprünglichen Darstellung als der übersichtlicheren an 
schliessen zu müssen. 

[2]. (8.310). Die elegante Gestalt, welche Hesse den Systemen (21.) und (22.) 
eiebt, hat eine einfache geometrische Bedeutung. Irgend ein Punkt P in der dureh 
die Punkte 1, 2, 3 gelegten Ebene (E) hat bekanntlieli Coordinaten von der Form: 


2 92, +3%, --- £Pı, TYP; + 3P;- 
Dabei kann man r, y, x als die trimetrischen Coordinaten des Punktes P in Bezug 
auf I, 2, 3 als Fundamentalpunkte betrachten, wenn man nur den Einheitspunkt 
passend bestimmt. In veränderlichen Dreieckscoordinaten r, y, 3 wird dann irgend eine 
Gerade der Ebene E durch eine Gleichung von der Form repräsentirt: 
u+vy+w; =, 
während die Schnitteurve des Hyperboloids x = 0 mit der Ebene E analytisch ge 
geben ist durch: 
ol)ri+gY(ll2)ıy +pl2)y +" +y9B)} = U. 
Die Gleichungen der drei Punktepaare, in welchen die drei Seiten 12. 25, 51 des 
Coordinatendreiecks das Hyperboloid g = 0 treffen, sind in laufenden Linieneoordinaten 
u, d, w dargestellt: 


gl)v— g(12) vu+gyl2)u : OD 
g2)w’— y(23)wv +gß)v” = U, 
gB)uU—YpCG1l) uw —+-glljw = 0. 

Die im Texte mitgetheilten Formeln Hesses sagen also aus, dass diese drei 
Punktepaare eine gemeinsame Tangente mit den Coordinaten (p=!:qg ':r=') haben, 
oder, was das Gleiche, dass diese sechs Punkte auf zwei Geraden vertheilt liegen, 
In der That befindet sich die durch die Punkte V, =0, V, = 0 gelegte Generatric: 
des Hyperboloids mit der Geraden 23 in der Ebene E, hat daher mit 23 einen Punkt 
gemeinsam. Ebenso schneidet die durch die Punkte VD — 0, VO) 0) (efr. 24 


gehende Generatrice die Gerade 23 in dem Punkte, welcher dieser Geraden und den: 
Hyperboloide noch weiter gemeinsam ist. 

13. (5.512). Dieses Theorem, in Verbindung mit dem von Hesse in Bd. 73 
dieses Journals 5. 371 mitgetheilten, zeigt, dass sämmtliche Entwiekelungen der voı 
liegenden Arbeit sich im Grunde auf die Untersuchung der acht Schnittpunkte dreieı 
Oberflächen zweiter Ordnung beziehen. 

[4]. (5.313). Die Systeme (30.)— (32.) sind unverändert dem Manuseripte ent 
nommen, welches dabei die in Anmerkung [1] erwähnte spätere Darstellungsweise 
befolgt. Bei den hier gemachten Annahmen kann man jede der sechs Grössen y 
f,,, ... durch %(0) ersetzen. 

[5]- (5. 314). Nach der Anmerkung des Textes zu (27.) ist - — 

d 

[6]. (8. 314). Mit Anwendung des Zeichens 

er OO) _ | 
hhch yet, P)FC2)..P(6) 


40* 
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wird das System (32.) besser ersetzt durch: 
(ı nn { ‘ ‘ 2° 2/P 
ge) — 22 9)P°6).P, 
BEN - mm a m 
p‘ = Ih, u, u, p (1) (4).P, 
3 ii U a 2/z 
pe) = HNu:u?gp’(2)p’(5).P. 
\us (28.) folgt nämlich zunächst: 
(a.) Ip EHI HEN? See Ip, 
worin 
ik — 
Hp) Z pP PrrPıs Pas Pıs- 
(Juadrirt man ferner die Identitäten (26.) und ersetzt die Quadrate und Producte der 
Varfabeln durch die entsprechenden Coeffieienten der Function Y, so erhält man: 
6b.) PA) = EVEN = INILNYH) = EIN GE, 
Dieses System, zusammengehalten mit der letzten Relation (a.) und mit (28.) des 
Textes, giebt: 
Imgp() = I, pEI GEH, 
und daher: 
(.) (mp(i)) = Hy, 
oder nach (30.) | 
y0) 
} 12,2, 0, 4,0, P(I)p(2)...P(6)° 
Da ausserdem gemäss (b.) 
p* = gy():o 0%, 
so wird nach (28.) und (30.): 
pa9 — Ipli)im) : pE9) gC»} 
— ERGO.) Img), 
d. h. wegen (c.) 
— ZW uup(5)p (6)P. Q. E.D. | 
Vermittelst Multiplieation der Grössen VC) und V® in (24.) kann man für U den 
weiteren Ausdruck ableiten: 
p(14) 112) VE 16 5) WER 167 
u PVHN Am y)9O)  ıu,4O) ua) 
‚und so durch Vergleichung das Vorzeichen von P bestimmen. 


gr) — 


IT]. 8.314). Gemäss (28.) Ist 
s l gdpCv) i 
m IHN) 
ai. | | 
und daher mit Rücksicht auf das System (30.) und das Ergebniss der Anmerkung [6]: 
I, AhAlAdd, 
” —um,u,u u, u, 


Tübingen, Anfang April 1878. 











Sur la partition des nombres. 


(Note de M. Faa de Bruno ä Turin.) 


| )epuis les travaux d’Euler et de Paoli *) on savait que le nombre 
de manieres de former le nombre p, m&me avec repetition, en prenant r 
elements parmi les nombres 1, 2, 3, ... n, est egal au coefficient de x’ 
dans le developpement de la fonetion 


(1.) a = 


—n 


1—2)1— x2)...1—x"z) 
et que le nombre des solutions en nombres entiers de V’equation 


N t | 


(2. ) d, Hr u dl, I; oe ja dA, IL, ee P» 
ON A, la, Ay, ... a, sont des nombres donnes, est egal au coefficient de 
x" dans le developpement de la fonetion 

oO: 1 

(3.) | . 
(1— 24) (1— 2%)... (1— x") 
la premiere question revient A la seconde en imposant aux nombres x, , 
la condition de satisfaire A V’&equation 

4 +: + 4+-.+r,=r, 
et en supposant 


ar se um . a 
On «demontrera facilement que le eoefficient cherehe@ dans Z est &eal A 


Ber [x] w(ze). wie) = 


F 


A— )A— 2°)... A— 2 


(1— 2") 1 — 2rt?)... 1—x 

) 

(Juant A la seconde question M. Sylvester a trouve& (Annales de Tortolini, 
T. Ss, 1856) qw'en appelant @ une racine primitive de „—1=0 et W le 
eoefficient de - dans le developpement de 


» £ 0” ec" 
(b.) B > En EEIEEEIEEEEEREEEEEE _— 
(i- oe )(1 _ oe .)...(1— 0 No 


le nombre des solutions est egal A la somme 


(7)  Wı+W.+W;,+--: 


*) Voir les notes de Brioscht dans les annales de Tortolini, tome 7, page 303; 
tome 5, page D. 


**) Le symbole |x?| signifie le coeffieient de x” dans la fonetion qui suit. 
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reglce d’apres certaines conditions quon peut voir dans la note eitde. 


M. Brioschi en reprenant la premiere question, a trouv& que si l’on pose 
r 
&) vw = LI? 
. 0@) 


( > FF, ( Pa 
(9) m = En - Ein 


la valeur de s,, d’ailleurs est fournie par l’&quation 


1HE(F)HE(H)+- +22) 


y m 
A ), 
nl n- Eu n+r 
x fm 
ou par E( r-) on entend un nombre =/!, =0 selon que m est ou non 


multiple de /; et en appelant @, $ les raeines de f(z)=0, y(z)=0, le 
nombre C, de manieres de former le nombre p avec les nombres 0, 1, 2, 


3, ... a pris rär, est fourmi par la formule 
Sı —] () V ... 0) 
Pe Ei Er ( 
‘ | 6) $; —3 ww 0 
#7 SW Pr IE TOR > u. in Zee 
nr. (PL) 
S, $,—3 5, ? 3 —5$;j 


Mais les longs caleuls qwexigent ces formules rendent presque inu- 
tiles les efforts neanmoims si admirables des g&ometres qui les ont donndes. 
(est pourquoi je me suis propose de simplifier la solution de ces questions, 
et je erois y avoir reussi par les nouvelles formules qui suivent, et qui 
d’ailleurs auront Yavantage d’&tre utiles dans d’autres recherches. 

Je reprendrai d’abord les &quations qui servent A trouver le deter- 
minant (10.), A savoir *) 

‚ G=3, 
\2c, = G,sı +8, 
(11.) 36, = Gs +0, +5;, 
pC, = G,_1s1 + at 0,35 ++ 08, t+ 8: 
En les SR avec les &quations connues qui relient ensemble les coef- 


) Voir pour de plus amples details ma Theorie des formes binaires. — Paris 1876, 
RR: Gmshien Villars. 





Su 


Ss 


en 
le 


pu 


en 
on 
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fiecients avee les sommes s des puissances semblables «des racines 

sta = U, 

s+a5s1 +20 = U, 

(12.) \», +95: +@s, 43a, = ), 

+48, +%8,.+"tpa, = V, 
on voit que le systeme (11.), d’otu Yon deduit Ja valeur de C,, se reduit 
au systeme (12.), en supposant «= (C,, et que les nombres + se changent 
en —/. Or si l’on exprimait le eoefficient a, en fonetion des s A laide de 
la tormule eonnue 


an ul > scHn era 22 


sous la eondition 
(14) +2 +3,+--+pA, = p, 


il n’y aurait qua y changer +! en —/, ce qui nous fournirait 


re ee”, 
de ad N 173 p 
comme nous avons deja annonee dans notre Theorie des formes binaires, 
page 197. 
La formule (15.) est d&eja un pas important de fait dans la question. 
Mais on peut pousser plus loin la simplifieation. 
A cet effet observons que toute expression de la forme 
DEE 17m an Ge 
(A, )(A,)...(A,) 
sous la condition (14.) peut se transformer ainsi 
Mr) Ps ad a+nX +. +o,c?, 
II(p) IL en 
en supposant que //(p) designe la factorielle 1.2.3...p, et que [x”) designe 


005’... 00, P 
u I 


le eoefficient de 2” dans ce qui suit, et qwapres le developpement de la 
puissance p on change d’ en 1.2.3...i. 

Si en effet on cherchait ce coeffieient selon les voies ordinaires et 
en se rappelant la regle du developpement des puissances polynomiales, 
on trouverait pour ce eoefficient V’expression suivante 


; 4 I(p) ER 
(A,)CA Ihr). (An) 


18.) 2 


Mo mtr na / 
d"orar...ar, 
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sous la condition (14.). Si done on adopte de changer d” en 1.2.3...2,. 
on verra qu'en divisant par //(p) cette expression on retombe sur la valeur 
enonece de P. 





En appliquant ce proc&de A la formule C, (15.), on trouvera 
1 s s p 
19.) C = ——[a? [ö —ce+Q2 72 nn +2]. 
Mais il y a plus. On sait qu'en FLYER: 9, 0, 03, ... 0, les sommes 
des puissances semblables des racines de l’&quation 
20) "tat" rt. ta =, 


on a gencralement en posant y = # *) 
(21.) oYy+- ) -y+3 -y’ +“ +7 => —logli+ay+ay +++). 


Si on observe done qu’en vertu % la relation (9.) la somme indiqude 
dans le second membre (19.) apres d peut se representer ainsi 


1 a” x” m 
er = Zu — =— — —= — logy (z)+logf(z), 


en remarquant que dans notre cas les o appartiendraient aux fonetions 


rl +), on aura 
s s 


“ s Br ER Ye Bo 7 p en EN 
(21”.) etz etrg et Fa log 


ce qui d’ailleurs se voit direetement, car puisque 


fx) _ MHa-e) _ «1 —) 
ve) II(xz — ß) un — i 


en designant par » et n’ les degres de f(x) et w(z), on aura 


oe 9 10; 8." + Flog(1- .)-Flog(1- 7) 


> u) ß 


a gr ge" 
EA en 


— 00 . 
l A, mp" ma" ? 


oO 


ou 
Sn 


„f@) on In Sm m 
(22.) log nz) — log — +2 ne". 


Es si l’on suppose que les derniers termes soient = 1, comme cela a 


*) nl est sous-entendu que l’on arrötera le developpement du deuxicme membre ä yr. 
On peut voir pour cette formule l’ouvrage eite, page 5. 
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lieu dans notre eas, il viendra 
Bar fe) _ 2m 
> we) m 


Alors la formule (19.) deviendra 


4 


‘ N 1 [ ) : f(x) r 
u ee FE ) N) 00 
23) G= 110) (a*]| +log 4 ’ 
f(x) 


et en remplacan way Par aa valeur, on aura cette formule fondamentale 
en e).. .d— art?) p 
24) 0,= [ad +10g“ ii 
24) 6, = ee (= e)...d-e) 
S’il s’agissait de trouver le nombre des invariants independants de degre r 
appartenant A une forme de degre n, en appelant VY,= (,—C,_, ce nombre, 
on aurait 
“ 1 | 1a) —art?)...A—artr) 
2) = 5 (@][8+108-° % 2 1 ) £ 
II(p) (1— a’)1—x2°)...(1— 2”) 
En procedant de la m&me fagon on trouverait que le nombre W, des so- 
lutions entieres et positives de l’equation 





40%, hat" +a,X0, = p 
est fourni par la formule 
26) WW, = a lel|d+10g- EN 
(P) (Aa) 2%...) 4° 
resultat extr&mement plus simple que celui (6.) de Sylvester, quoique ex- 
tr&mement remarquable par la profondeur des vues qwil revele. 
Exemples. I. Formule (24.). Soit n„=5, r=3,p=6; on aura 
s 
= ae] 


ou 


Y 


HITO 3 p? 208 576 
= et Rt tet tete] 
= 4,[15.24(3+3+4,9)+20.6(2°+2+12)+15.2(°422)+46.22 41] 
= 6. 
G.Q. FT 


Il. Formule (25... Soitt»=4,r=2, p= = —4; on aura 


=: EN [+10] = an larl[o+ +] 


= ;'(12+12)=1, linvariant quadratique. 
C.Q.F.T. 
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III. Soitn=4 r=3, p=5=6. On aura 


” 6 d- ed) x) Tr 
= 6, [PH 10 = u ie 
1 06 u EUR _.ch ; 
= 756) [2][0+2°+ 2 +4r’"—- cr 7] > 
— 1204720 + 120 


u 720 =1, 





A savoir linvariant eubique 
ace +2 bed — ad’ — be’ — ec’. 
IV. Si l’on ajoutait d’apres la formule (24.) a la parenthese —log(1— x), 
on retrouverait le nombre 5 des termes de cet invariant. On aurait en effet 


0, = mol PL + 3a’ 42°] 


BIT) (—3+"2+ 2) +20 775) (+ 2+12)+1577(2) 1 =+232) 
HEHE] 
=. —-576+640 +810+ 405+270+1440 +160 +405 +45 +11 =5. 


V. Soit l’equation 


m 


2, +3 +9 = 8 


traitde deja par Brioschi d’apres Sylvester apres de longs ealeuls.. On aura 
er T 
W, = 116) ® u + . d— z’)(1 I 
1 8 6 1 2’ : 
m. lt to +] 








un is ISIT(7)4+28776) +4 +2) +9677(5) (2 +3)+ WITH = 3. 


En general si l’on avait 
2x2, +30. +57; — P» 
on aurait 


Kg, q 
W.= 705, eIl9+10g a] 


on aurait A sommer 





Et pour ealeuler d’apres la methode de Sylvester le W,, 


les valeurs que voiei: 


*) On a supprime le facteur (I— x’) comme superflu. 









f 
l 
fi 
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onye _ 4 
W, =, w +48, W; _. 2 ne , 


W, — 42 ‚ \2E( er) E( er2y: E(#) 


zügig "+7 )_102(#)+5E DEREN 


valeurs qui a elles seules exigent .d&ja beaucoup de ealeuls pour y arriver. 
Les formules (19.) et (22.) permettent de developper n’importe quelle 


6(&) 
w(e) 


q, ’ 
log —- de la formule (22.) soit nul, en pr&parant eonvenablement les 


n 


W. = 


- 


fonetion rationnelle - car on peut toujours faire en sorte que le terme 


fonetions. Ainsi on a ce theoreme general: 
„Le coefficient de x” dans le er de la fonction 
6@) _ 9,()0,(@). 
oa)  w()o,(e)... 


est exprime par 


2) er F 





IIKp) ae, (2)0,(@).- 
Prenons l’exemple le plus simple H(@)=1, w(z)=a-—z, et cherchons le 
coefficient de x’ que nous savons = >: - En posant 
RR TEE 
a—x E80 


a 





il suffira de developper -— et Von trouvera 


ER. 


a 


1 4 =. 1 u =][0- 2 | « 2° a I 
aa re Sr ta 











ER. ‚ER 
_ a - 
40° 643484641 1 1 
=} tr A+D+I +1) =- ar! re 30 
. “, 
done le coeffiecient sera ae # $ i 


Supposons d(z)=sinz, »(r) = r; cas auquel 








sine = x’ ): 
Bi m’n? 
sinz 
on aura, par exemple, pour le coefficient de x’ de ur 
sinz x” p 
[a] —— = 5") [0 + Zlog(1-— -)] 
T m’n” 
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Pour p=4 le eoefficient de x” sera 


1 x’ Nr 
er), 
en ne tenant compte que des termes utiles. Et en se rappelant que 


1” nt’ 


4443 r =; Histt =: 
il viendra pour ce coeffieient 


3 
z [5 T - |= ro +72 = 200 = 131% 
C.@Q. F.T. 
Les exemples qui precedent suffiront pour &claireir et verifier les 
formules (24.), (25.) et (27.), qui etablissent des proprietes nouvelles dans 
la partition des nombres. Seulement nous ajouterons que si les nouvelles 
formules seront toujours plus avantageuses que celles eonnues jusquieci, en 
pratique il sera souvent plus preferable de recourir & la recherche directe, 
dans le caleul par exemple de C,, du coefficient de n” dans vw («). 
Ainsi dans le cas de l’exemple V., on aurait 


C, m u Se Br [2] Ad—z’)A+2°) 








dd) 
(1+2+2°+20° +20 +0°+0°), 


A1—a)1-e’)(I—e) 
7A 
= [2]; 


— x“ 
ce qui fournit immediatement le nombre 5. 
Prenons par exemple la fonetion 








s 2 
sınz E4 x 
— m I) 
H m’n’ /? 


et eherehons le eoeffieient de x. On aura 


sinz 


[x°] —_—- 1706, [d-+10g II (1- Fe )|, 


et en se rappelant qu’en posant 





N 
S,, w 1+ 22 + 32% " 4?» jr, 








on 4A 
4 n} bi 4 n° 
67 4,2.3.45.6.7 3 ’ 








—- 12.345 3 









N 
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il viendra en ne gardant que les termes utiles 


oo ine _ N er 16 N 
en (54 TRY EEK 5.67 772.3.45.6.79° “)| 
ei | 5 a 
” u(-7: Py +3) =  1.2.3.4.5.6.7 ° 
comme cela doit &tre. 
La formule nouvelle 
[e’]y(x) = . u (d+logw(x))” 


peut s’etendre A un nombre queleonque de variables de la maniere que voiei. 


Puisqu’on a 


h © 
p un p > NP or g” 
si l’on applique le symbole [y?] de chaque eöte, en supposant que w soit 


maintenant une fonction de x, y, il viendra 
p f 1 VE \ 7 
ern = Tage +@+logyYT 


II(p) II(g) E27 ’][0 +(d+ -log w)?)?, 


En observant que 07” = IT(p'), on a encore 


v=P ]ogr 
=, u) 


ut _ tz logty 
[a’]w (x, y) ” < II(g') ’ 


et il viendra indifferemment 


[2”] wir, y) . 


5 log? w 


vv = Enz, m 


Be > logrw \ 
ey FRRG 0) 


Notons en passant que le second membre de la formule 


[lv = le] [d+logYP, 


qui revient & celle-ei, comme nous avons vu, 


=? Jogr 
(ey = [e*7 > er 


peut-Etre mis sous la forme 


[ar]y = [arle"”, 
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puisque par le symbole [x”] les puissances superieures a 2” deviennent inu- 
tiles. Mais e”®”’ = w; ainsi on est reconduit au premier membre, ce qui 
donne eneore 4 posteriori une confirmatien de notre prineipe. 

On aurait pu ainsi partir de cette identite pour &tablir notre formule; 
mais en laissant intact tout ce qui precede, on aura l’historique de la 
question et la facon dont le nouveau algorithme s’est pr&sente A l’esprit *). 


Turin, mai 1878. 


*) ]] s’ensuit r&eiproquement que toute partie limitee d’une exponentielle peut se 


mettre sons la forme symbolique Te rlee transformation, qui pourra £tre 


utile en plusieurs cas. 











Ueber die Anzahl der Werthe einer ganzen Function 


von n Elementen. 
(Von Herrn E. Netto.) 


Her Bertrand war der Erste, der hinsichtlich der Frage nach der 
Anzahl der Werthe, welche eine Function von » Elementen annehmen könne, 
allgemeine T’heoreme aufstellte. Er zeigte: 

1. Jede Function von n Elementen hat für die verschiedenen Permu- 
tationen derselben, wenn n_—4 ist, mindestens n Werthe, falls die Function 
nicht alternirend oder symmetrisch ist, d. h. zwei oder einen Werth hat. 

2. Hat eine Function von n Elementen n Werthe, so ist sie, ausser 
für n=6, nach n—1 der Elemente symmetrisch. 

3. Jede Function von n Elementen, welche mehr als n Werthe besitzt, 
hat, falls n 7 ist, mindestens 2n Werthe. 

Zu diesen Sätzen fügte Herr Serret noch den folgenden hinzu: 

4. Jede Function von n Elementen, welche mehr als 2n Werthe besitzt, 


2 ; —1 
hat, falls n >12 ist, mindestens h.. o ) Werthe. 


Herr €. Jordan endlich fasste diese 4 Theoreme als besondere Fälle 
eines allgemeinen Satzes auf: 

9. Ist k eine feste, n eine veränderliche ganze Zahl, so lässt sich für 
die letztere eine untere Grenze angeben, oberhalb deren eine Function von n 
Elementen, die nach n— k derselben symmetrisch oder alternirend ist, weniger 
Werthe hat, als eine solche, bei der dies nicht der Fall ist. 

Es liegt ‚in der Natur der Sache, dass der Beweis eines so allge- 
meinen Satzes für die Auffindung wie für das Verständniss nicht ohne 
mancherlei Schwierigkeiten sein kann. Daher mag es denn auch gerecht- 
fertigt erscheinen, für die einfachsten Sätze, wie die ersten der obigen vier 
es sind, selbstständige, eigene Beweise zu beanspruchen: der Apparat für 
jenen allgemeinen ist eben hier erdrückend und macht die Folgerungen 
unübersichtlich. Ich habe deshalb für die nachfolgenden Untersuchungen 
den Weg gewählt, die einfacheren Fälle zuerst unabhängig von der «llge- 
meinen Theorie möglichst kurz nachzuweisen. Dann wird mittels eines 
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Satzes, welcher das bis dahin gebrauchte Prineip hervorhebt, die vorliegende 
Frage auf eine andere redueirt, deren Zusammenhang mit der unsrigen bis- 
her noch nicht angegeben ist. 

Es wird sich nämlich zeigen, dass die Anzahl der Werthe ‚einer 
Funetion in engem Zusammenhange mit der Klasse der zu ihr gehörigen 
Gruppe steht. Die Klasse einer Gruppe aber giebt die geringste Zahl der 
Elemente an, die durch eine Substitution der Gruppe umgesetzt werden. 
Hierdurch ist dann die Verbindung mit den Untersuchungen über den Grad 
primitiver Gruppen, welche eine gegebene Substitution enthalten, hergestellt. 


sl. 

Es möge eine ganze Function F(z,,&,...x,) der » Elemente z,, 
2a, ...X%, gegeben sein. Diejenigen Substitutionen unter den x, welche den 
Werth von F nicht ändern, bilden eine Gruppe @; die Anzahl ihrer Sub- 
stitutionen, d. h. die Ordnung der Gruppe @ sei r; die Anzahl der verschiedenen 
Werthe von F sei oe. Damn ist r.e=r!. Wir nehmen nun an, diese Anzahl 
o sei kleiner als »; dann ist r= >a-Di. Unterdrückt man daher in 
den Ausdrücken aller Substitutionen s,, 82, ... s, der Gruppe @ irgend ein 
Element, z.B. x,, so erhält man wieder r >(r —1)! Substitutionen zwischen 
T, 2, 2... &,. Diese werden jetzt freilich keine abgeschlossene Gruppe 
mehr bilden. Es giebt aber nur (2—1)! von einander verschiedene Substi- 
tutionen zwischen den »—1 Elementen &, &, ... z,; folglich werden in 
unserem Systeme von r>(»—1)! Substitutionen einander gleiche vorkommen, 
d.h. @ enthält Substitutionen, die sich nur durch die Stellung des einen Ele- 
mentes z, von einander unterscheiden. Es sind diese entweder: 

=, Te Bm DT EUR, ern 
wo s, und s, in allen nicht angegebenen Elementen übereinstimmen, und dann 
bilden wir 
o=$8.H = (7,7,Cı) 
und sehen, dass @ auch eine Substitution o von nur drei Elementen enthält; 
oder es sind die Substitutionen: 
ser BED: 
wo s, das Element x, nicht enthält, und dann wird 
gan. = (e,0,). 

Es ergiebt sich also: Hat F weniger als n Werthe, so enthält die Gruppe G 
entweder eine Substitution o = (z,2,2,) oder = (z,%,). 








ee a Ss Ms 


h 


72 
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Angenommen, die Gruppe @ enthält o= (z,02;). Dann ist es zu- 


erst ersichtlich, dass sie transitiv ist, d. h. alle Elemente mit einander ver- 
bindet. Denn gehörte x, nur zu A<Zn mit einander verbundenen Ele- 
menten, so gäbe es höchstens 4!» —4)!<Z(»—1)! Substitutionen. Zweitens 
ist ersichtlich, dass @ primitiv ist, d. h. dass keine Eintbeilung derart 
unter den Elementen besteht, dass jede Substitution alle Elemente eines 
Systems gleichzeitig durch die eines und desselben anderen ersetzt. Denn 


r e F n Y .. .. 
gäbe es a derartige Systeme zu —- Elementen, so beständen höchstens 
n n ae h | u 0 
z a‘ —)! Substitutionen d.h. <(»—1)!, falls a >4 oder a>2 ist. Es giebt 


also in @ Substitutionen, die einige der Elemente z,. ©. 2; ungeändert 
lassen oder unter einander versetzen, während sie die anderen dieser Fle- 
mente durch neue z,, ... ersetzen; s sei eine solche Substitution. Dann 
giebt es auch Substitutionen 7 =s "os = (z,x,x,), bei denen mindestens eins 
der Elemente zu den früheren x,. &;. x, und sicher eins zu den neuen «..... 
gehört. Hätte man in 0 = (2,2,27,) zwei neue Elemente, so könnte man 
o= 0'000 —= (2,%,X,) bilden, welches nur ein neues Element enthält. Giebt 
es ausser den Elementen z,, ... z, noch andere, so erlangt man durch die 
Primitivität ebenso ein (2,2%,2%;) u. 8. w. Das Bestehen von 


(2,2,2) (2, 2) (21 %:%5), 
beweist aber, dass die Gruppe @ alternirend ist. 

Enthielte @ die Substitution 7 = (2,7;), so folgte wie soeben, dass 
falls a>4 ist, die Gruppe transitiv und primitiv sein muss. Es gäbe dann 
also die Substitutionen 

(»,2), (2), (8) (u ee 
und ihr Bestehen beweist, dass @ symmetrisch ist. Wenn jedoch n = 4 ist, 
Em n n . .. . y . Y 
könnte = a'( z !>@a-N! sein, nämlich für «= 2, und dann brauchte @ 
nicht primitiv zu sein. Dann müsste es jedoch ausser (2,2;,) noch eine der 
beiden Substitutionen, welche die Transitivität hervorbringen werden, nämlich 
(2,%,)(2,0,) oder (2,03,2,7,) 
geben. Beide liefern aber mit (x,2,) zusammengenommen dieselbe Gruppe, 


so dass es gleichgültig ist, welche von beiden man wählt. Die Substi- 
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tutionen dieser Gruppe sind ] 
1; (am); (5%) (m) 0) (Gr); (0,05): 
(21 23)(2,2,)5 (2ı7,) (0203). " 
@ ist also von der Ordnung r=8, und daher ist eo =3. 
Hierdurch ist also bewiesen: 
Eine Gruppe von n Elementen hat An! oder n! Substitutionen, falls - 
sie mehr als (n—1)! Substitutionen besitzt. Ausgenommen ist die Gruppe @G 
des Grades 4 und der Ordnung 8, welche aus den Substitutionen 
= lan); = (8,8) (0: 85) 
entsteht. 
Oder auch: 
Eine Function von n Elementen, welche weniger als n Werthe besitzt, 
hat zwei oder einen Werth. Für n=4 giebt es aber eine Function von drei 
Werthen. 
8. 2. 
Wir untersuchen jetzt, wann eine Funetion von » Elementen » Werthe 
haben kann. In diesem Falle ist r= (a—1)!. Unterdrückt man also wieder 
ein Element, z. B. x,, so erhält man (a —1)! Substitutionen zwischen den ! 
»n—1 Elementen &, 25, ... 2, - Sind unter diesen einander gleiche, so 
kommen wir auf die Fälle zurück, dass @ entweder ein (x,2,) oder ein 
(2,2,x,) enthält. Diese geben aber nach den Deduetionen des vorigen 
Paragraphen keine hierher gehörigen Gruppen. Es stimmt also das durch 
Unterdrückung von z, entstandene System mit der symmetrischen Gruppe 
der »n—1 Elemente &,, #;, ... x, überein. 
Steht nun x, in @ mit keinem Elemente x;, ... x, in Verbindung, so | 
ist @ mit der symmetrischen Gruppe von &;, ... ©, identisch. | 
Steht x, mit irgend einem der Elemente z;, ... x, in Verbindung, | 


so mit allen, da die übrigen Elemente transitiv mit einander verbunden 
sind. Da nun unser zubereitetes System die Substitution (z,x,) enthält, so 
kommt in @ vor eine der Substitutionen 
(2,2%); (2&,%%) resp. (2,5%); (012) (8: %;). 
Die ersten beiden Möglichkeiten führen auf Früheres zurück. Es’ bleibt | 
also nur zu betrachten übrig, dass @ s= (z,2,) (x,2;) enthält. Ist » —7, 
so enthält das System ohne z, ein (232,2,2;x;), also @ entweder auch 
(23,0%, 0,0%,0) oder (2,%.) (32, 05,%6%,), 
oder (2,%3%;...%5), TESPp. (2,2405...%5), (Lily...) (Klier 0), (Pi Pr7r..Xo). 
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Enthielte @ erstens 
s= (2,2,)(ma) und t= (1,2,2,%487), 
so auch 
g=s'ts= (mL, UT) V= p'tp = (23 2,%68,%); 
v=po.VW = (9 55)(5;%)(8)) X = (a R;). 
Das wäre aber nieht möglich, ohne dass @ alternirend wäre. — Enthielte 
G ferner 


s= (%2)(0%) und t=(z,2,) (0,24 2,202). 
so auch 


f’ un (2,%,). 
Das würde nur möglich sein, wenn @ symmetrisch wäre. — Enthielte @ 
endlich 
s = (2,2,)(2:2%;) 


und eine der Substitutionen 
= (a .. 6), hei, md.) a (a Ute: Bu): 
bt, = (2 2er. ..%;), t. = (2,0, 8...6), 
so auch die entsprechende der Substitutionen 


st, = (7,7; 7,7;) (0,2%), sh, = (20,74%) (0:75,05) , sh = (2, 2,040) (©; T;,73), 





st, = (2,0504 43%) (050), sb = (2,25) (8; 85). 
Alles dieses ist aber unmöglich, da gewisse Potenzen dieser Substitutionen 
nicht in @ vorkommen können, ohne dass nach dem vorigen Paragraphen 
G entweder alternirend oder symmetrisch würde. Eine nicht nach n—1 
Werthen symmetrische n-werthige Function giebt es also für n— 7 nicht. 

Aber auch für a=5 ist dies nicht möglich; denn e=5 fordert r=4!. 
In unserem zubereiteten Systeme ist nun = (2,2,2,2,) vorhanden. @ darf 
aber keine Substitution der Ordnung 5 enthalten, da sonst r durch 5 theil- 
bar wäre, also kann ’in @ das Element x, nieht zu £ treten: £ kommt also 
ungeändert in @ vor; folglich aber auch 

[s.£]° = [(& 2.) (9 23).(03, 2,2: 2) = (2,23). 
Ebenso wenig ist es für a=3; 4 möglich. Wir sehen also: 

Ist die Ordnung einer Gruppe des Grades n gleich (n—1)!, so ist die 
Gruppe identisch mit der symmetrischen Gruppe von n—1 Elementen. Eine 
Ausnahme ist nur für n=6 möglich. 

Oder auch: 

Eine Function von n Elementen, welche n Werthe hat, ist nach n—1 
Elementen symmetrisch. Eine Ausnahme ist nur für n = 6 möglich. 

42* 
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Den Nachweis dafür, dass es für a=6 wirklich eine Ausnahme- 
gruppe giebt, und dass diese durch die Substitutionen 


s = m), HH L), > (IR, ICE) 


bestimmt ist, übergehen wir ebenso wie die weiteren Specialfälle, deren 
Beweise schon eomplieirter werden. 


$. 3. 
Zum allgemeinsten Satze übergehend, nehmen wir an, eine Function 
hätte weniger als »/»a—1)...(a—k+1) Werthe. d. h. es wäre 
n! 
e< (n—hji ? 
dann hätte man, da o.r =n! ist, gleichzeitig 
r>(n—k)!. 
Unterdrückt man daher in allen Substitutionen der zur Function gehörigen 
Gruppe @ die k Elemente ©,, &;, ... &;, 80 erhält man ein System von 
Substitutionen des Grades a—k, welches mehr als (a— A)! Substitutionen 
enthält. Dies ist aber, da es für a—% Elemente nur (a—%k)! von einander 
verschiedene giebt, nur möglich, wenn unser System gleiche enthält. Daraus 
folgt, dass unter den Substitutionen von @ solche vorkommen, die sich nur 
durch die Stellung der % Elemente &,, ... x, unterscheiden. s, und s, 
seien zwei solche; dann kann das Produet s,.sz' nur Elemente z,, 2, ... z, 
oder solehe enthalten, die in s, oder s, einem jener k Elemente vorausgehen. 
Denn gehört x, nicht zu diesen Elementen, so enthält s; wie s, die Folge 
... 2,2%... und daher ist x, in dem Produecte 


—1 
9.9 =D Ep X Dale. 


nicht enthalten. Es kommen daher in @ Substitutionen von nicht mehr als 
3%k Elementen vor. Nun müssen diejenigen Substitutionen einer Gruppe, 
welehe möglichst wenige Elemente enthalten, regulär sein, d. h. sie müssen 
in allen ihren Cyklen gleich viele Elemente haben, da sonst eine Potenz 
dieser Substitutionen, ohne gleich Eins zu werden, weniger Elemente ent- 
hielte. Wir haben also den Satz: 


Ist für eine Gruppe des Grades n 
n! 


(n—h)! 
so enthält dieselbe reguläre Substitutionen von nicht mehr als 3k Elementen. 





0< oder r>(n-K!, 








a 


AM A Aa 
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Ss. 4. 


Es möge jetzt k eine feste, » eine veränderliche 


gegen k grosse 


ganze Zahl bedeuten. @ sei eine Gruppe des Grades », welche nach 
n—k Elementen symmetrisch oder alternirend ist; -H eine andere Gruppe 
gleichen Grades, welehe mehr Substitutionen besitzt als @. Es soll dann 
gezeigt werden, dass H mindestens auch nach »— k Elementen symmetrisch 
oder alternirend sein muss. 

Die Anzahl der Substitutionen von @ ist ein Vielfaches von (n— A)! 
resp. 4(n—k)!; wir setzen daher 

r = e(n—k)!r', 
wobei e=1 oder =} ist. 

Ist H nicht nach »—%k Elementen transitiv, sondern zerfällt sie in 
transitive Theile von m,, m;, ... Elementen, wo m +m; + —=n, m <—n—k 
ist, dann wird die Ordnung r, von H 

r <m!m!... -( E )t( a 
| Peak /N\g 
sein. Daher ist für hinlänglich grosse » in diesem Falle r, kleiner als r. 

Es muss daher H nach n—k-+z Elementen transitiv sein, wo 
z=0(, 1,... k sein kann. Dann zerfällt jede Substitution von H in zwei 
Theile, einen solchen, der nur jene a—%k+x Elemente umfasst und einen 
solchen, der die übrigen k—x umstellt. Die Ordnung der Gruppe H kann 
daher nicht grösser sein als das Produet aus den Ordnungen zweier Gruppen 
H, und H,; H, ist dabei aus denjenigen T'heilen der Substitutionen zu- 
sammengesetzt, welche die a—Ak+2 Elemente enthalten: ihre Ordnung sei 
r,; H, aus denjenigen Theilen der Substitutionen, welche die übrigen k —xz 
umfassen: ihre Ordnung ist höchstens (k—z)!. Daher ist die Ordnung r, 
der Gruppe H 

r, <n.(k—z)! 
Unserer Annahme nach soll r, > r werden, also wird 


! 


e.r 
(k— x)! 
sein müssen. Nun ist e gleich $ oder 1, (#—2)! höchstens gleich. k!, also, 
wenn r hinreichend gross ist, 


rn, > (n—k)! 


—_M! Er 
>_ BE m (n—k—1)! —- 





>(n—k—1)!. 


2k! 
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Soll daher die Ordnung von H diejenige von @ übertreffen, so muss es 
eine transitive Gruppe H, von a— k-+x Elementen geben, deren Ordnung 


, >(n—k—])! 


ist. Diese Gruppe enthält also nach dem vorigen Paragraphen Substi- 
tutionen von höchstens 3(%+1) Elementen. 

Ferner ist H, primitiv: denn die Ordnung einer nichtprimitiven Gruppe 
vom Grade a—k+x, deren Elemente in «a Systeme zerfallen, ist höchstens 





— k rn—k Een — hi 
tr TTV Jimi Di 


Enthält aber eine primitive Gruppe eine Substitution von 3(k+1) Ele- 
menten, so umschliesst sie, falls ihr Grad eine gewisse Grenze überschreitet, 
die alternirende Gruppe sämmtlicher Elemente. * 

Es ist also H, und daher auch H nach mindestens ebensovielen 
Elementen alternirend, als @ es ist, und so folgt der allgemeine Satz: 

Ist k eine feste, n eine veränderliche ganze Zahl, so giebt es für die 
letztere eine untere Grenze, oberhalb deren eine Function von n Elementen, 
die nach n—k derselben symmetrisch oder alternirend ist, weniger Werthe 


besitzt, als eine solche, bei der dies nicht der Fall ist. 


Es scheint jetzt nur noch Eins erledigt werden zu müssen: die Fest- 
setzung der Grenze für n. Das soll aber nicht geschehen. Denn einmal 
ist eine solche allgemeine Bestimmung ziemlich illusorisch, da sie für jeden 
speciellen Fall unbrauchbar ist; andererseits hängt diejenige, um die es 
sich hier handelt, von einer anderen ab; so dass zwei Unsicherheiten sich 
häufen würden; endlich gewinnt, wie sich wohl eben gezeigt hat, die 
Beweisführung durch Hintansetzung jener numerischen Untersuchung so 


sehr an Einfachheit, dass es besser erscheinen möchte, bei einer übersicht- ' 


lichen Deduction zu verbleiben. Ich ziehe es daher vor, den im vorigen 
Paragraphen benutzten, von Herrn €. Jordan aufgestellten und zuerst in 
diesem Journal Bd. 79, 5. 248— 257 bewiesenen Satz mit allen den Ver- 
einfachungen des Beweises zu reproduciren, die sich aus der Anwendung 
des eben ausgesprochenen Prineips ergeben. 

G sei eine primitive Gruppe, welche eine Substitution s von der 
Primzahlordnung p mit g Cykien enthält. 








rn 


— MM 


As 








Netto, Anzahl der Werthe einer ganzen Function ron n Elementen. » 335 


! 4 


s, 8, 8’, .... seien die verschiedenen, in @ enthaltenen s ähnlichen 
Substitutionen. Die aus ihnen gebildete Gruppe H wird durch jede Sub- 
stitution von @ in sich selbst transformirt. Da @ primitiv ist, muss H 
transitiv sein. 

Wenn q>1 ist, zerfallen die Elemente von s in einzelne unter 
einander nicht verbundene Systeme: a, @&, ... «a, sei eins derselben. Nun 
kann man, da H transitiv ist, eine Substitution s, so wählen. dass in der 


allenfalls noch intransitiven Gruppe (s, s,) ein System @,. &, ... a,,, von 
Elementen auftritt. Denn dazu ist nur nöthig, dass s, eins der Elemente 
4, ... a, mit irgend einem nicht in dieser heihe befindlichen verbindet. 
Ebenso kann man s, so bestimmen, dass die Gruppe (s, s,, 5) ein System 
A, Ars en Ayras re Ayiara, enthält, u.s.w. Man erhält also schliesslich 
eine Gruppe T'= (s, 8,,8, ...8,), welche ein System @,, @, ... a, enthält, 


4 pl _.. i x p—1 
wo 7 >qg-5— sein soll. Dazu ist nu nöthig, dass u >gq 


-—p ist, 
da ja jedes s, zu den a, @, ... mindestens ein neues Element hinzufügt. 
Die übrigen in 7’ enthaltenen Elemente b,, b,, ... zerfallen in höchstens 
(u-+1)(g—1) Systeme. Die weiteren Elemente von @ resp. H mögen 
&; &, ++: NOIR: | 

Jede der Substitutionen s, s’, s’, .... welche H erzeugen, lässt min- 
destens eins der a ungeändert oder ersetzt es durch ein anderes «. Denn 
s') besitzt q Cyklen zu p Elementen: in jedem Uyklus können höchstens 


BE | : ’ .. —i 
IT, also in allen g Cyklen höchstens g _ 


von denen keins auf das andere folgt; nun sind aber mehr als g- 


Elemente a vorkommen, 
y—1 
2 
Elemente « vorhanden, folglich lässt s’ entweder ein a ungeändert oder 
ersetzt es durch ein anderes a. 


2 


Unter den s, s’, $’, ... der transitiven Gruppe H giebt es solche, 
welche zwischen einem a und einem 5b die Verbindung direet vermitteln. 
Wäre dies nicht der Fall, so könnte z. B. sein 


! " 23 


s = (@d,Qdz... Al, ee, s = (A... C,C3 1... $ = + Q,Qr... C)C3 2... 


s' 900 a„dg ... c,b, .... 


In die Ausdrücke der s sind hier diejenigen a mit aufgenommen, welche 
entweder durch andere a ersetzt werden, oder ungeändert bleiben, so dass 


also.auch «=fß, y=d, e={[, n=% sein könnte. Da nun 7’ nach den 
4, ... a, transitiv ist, so giebt es eine Substitution £, welche auf a, folgen 
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lässt a,, aber da sie zu /' gehört, die e ungeändert lässt. Dann ist 
o=t's't=.- 4 ..0:.., 
==. ln... 
wo o' wieder zur Reihe der s’, s”, ... gehört; nun wird aber durch 
er lenllr, S rl lage, SN= A... Ch, 

‘die Verbindung zwischen einem a, jetzt a,, und einem 5 auf kürzerem Wege 
hergestellt als oben. Fährt man so fort, dann ergiebt sich, dass in ‚4 eine 
Substitution unter den s’, s’, ... vorkommt, welche direet ein a mit einem 
b verbindet. 

Wir können nun weiter zeigen, dass eine solche Substitution 

sd — (a,bı...)... 

so gewählt werden kann, dass in keinem ihrer Cyklen zwei der fremden 
Elemente c,e; auf einander folgen. Wäre nämlich s® = (a,b,...)(c,&...), SO 
transformiren wir Z' durch s’” und erhalten so die Gruppe 7”, in welcher 
c, nicht mehr vorkommt, während das System a,, ... a, durch ein anderes 
ersetzt ist, das mindestens wieder ein a und ausserdem 5, enthält. Sind 
nun durch s” die Substitutionen s,, 8, -.. s, von [in sı, 8, ... s, von 
!’ transformirt, so besteht in (7, 7”) wieder eine Verbindung zwischen 
einem a und einem 5b, da dies ja bei /” der Fall ist. Verfährt man in 
derselben Weise wie soeben, so ergiebt sich eine Substitution s”’ = (a,b; ...) ..., 
welche sicher weniger Elemente e enthält als s“, da dies ja mit (7', 7”) 
schon der Fall ist. Sollten auch in s®’ zwei Elemente ce auf einander folgen, 
so kann man in gleicher Weise fortfahren, bis man zu einer Substitution 
$,;'ı kommt, die auch ein «a mit einem 5 verbindet, bei der aber eine Folge 
c„e, nicht erscheint. 

Nimmt man jetzt zu /' die Substitution s,;,. hinzu, so vergrössert 
diese das System der a durch Hinzunahme einiger b, ohne dass neue Systeme 
von Elementen hinzukommen. Denn jeder Cyklus von s,,, enthält ja frühere 
Elemente a oder 5b. Bestimmt man in gleicher Weise eine Substitution s,4»; 
so werden wieder einige Elemente mehr mit den a vereinigt werden, und 
dadurch verschwinden frühere Systeme, bis endlich durch s, die neue Gruppe 
I = (81,833... 845 Say + 8,) transitiv wird. Da wir ausser den a höchstens 
noch («-+1)(g—1) Systeme hatten und da jedes s.,1, 8442, -.. mindestens 
ein System fortschafft. so reicht es für die Transitivität jedenfalls aus, 

v = u+(u+l)(g—1) = (u+l)g—l 
zu nehmen. 4 möge dann vom Grade N sein. 
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Wäre 4 nicht primitiv, so gäbe es unter den s, s,, ... s, eine Sub- 
stitution, welche einzelne Systeme der Nichtprimitivität vertauscht. Offenbar 
kann aber in jedem Cyklus nur ein Element eines Systems sein, da jeder 
Cyklus vom Primzahlgrade p ist. Jedes System enthält also g Elemente. 

Nach einem Theoreme des Herrn ©, Jordan (Journal de Lioueille 
1871. (2.) XVI) ist dann @ mindestens »— N—2g+5 mal transitiv. 
Wählt man »=2N+2g-3, so ist @ N mal transitiv und enthält daher die 
Substitution 7 = (a,a,) (d,...).... wo ausser @, a, nur noch Elemente auf- 
treten, die in 7 nicht vorkommen. Daraus folgt dann, dass @ symmetrisch 
oder alternirend ist, und es ist also der im vorigen Paragraphen benutzte 
Satz bewiesen. 

Ss. 6. 
Ich will schliesslich noch auf die Ordnung der Gruppen eingehen, 


SIT: 


die Substitutionen von gegebener Elementenanzahl besitzen. 

Die Gruppe @ enthalte reguläre Substitutionen, welche % Elemente 
aber keine, die weniger als k umsetzen: mit andern Worten, @ sei von der 
Klasse %. Eine jener Substitutionen sei s,; ihre Elemente, gleich in der 
Reihenfolge aufgeführt, in welcher sie in s, auftreten, seien &,, 25. ... 2. 

Zuerst sei k gerade und gleich 2x. 

Wir betrachten jetzt die in @ enthaltene Gruppe @,,,, welche keins 
der Elemente &,, ... &,;ı umsetzt. Verbände nun @,,, dureh seine Sub- 
stitutionen irgend eins der übrigen 22 Elemente z,, ... x, mit fremden Ele- 
menten &;,;., SO transformire man s, durch die Substitution, welche jene Ver- 
bindung vermittelt, und erhält dadurch s,, welches ausser den ungeänderten 
Eis». 2; höchstens noch 22— (z+1) =z2—1 Elemente z,,.. x, ent- 
hält. s,.s5' würde dann &,, ... z, nieht mehr enthalten, sondern höchstens 
die 22—1 Elemente z,,1, --- 25 Zur ++» 2, und dies ist unmöglich, da 
G nur Substitutionen von mindestens 22 Elementen hat. In @,,, können 
aber auch keine Substitutionen vorkommen, welche &,;., ... &,, allein ent- 
halten, da diese sonst gleichfalls die Klasse 22 nicht erreichen könnten. 
G,,, ist also intransitiv, derart dass Substitutionen von ©, 1, Eins» - , 
vorkommen, die möglicherweise noch mit Substitutionen von &,.. -:. &,, 
multiplieirt sind. Hierbei ist es wieder nicht möglich, dass mehrere Sub- 
stitutionen in der Folge der Elemente z;,,., ... x, übereinstimmen, ohne 
dass dies auch mit &,;», ... x,, der Fall wäre; denn sonst würde das Product 
aus der einen in den reciproken Werth der andern nur &,.., ... z,, enthalten. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 4. 43 
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Damit ist also gezeigt, dass wenn man in @,,, die Elemente &,.2, -.. &, 
unterdrückt, eine Gruppe von »—2% Substitutionen @,,, entsteht. Die 
Ordnung derselben muss kleiner oder gleich (a—2x)! sein, d.h. 


1 < (n- 22)! 








und folglich die Ordnung von @ 


r < n(n—1)...(n—x).(n—2%)!. 


Ist k ungerade und gleich 2x-+1, so folgt ebenso 
a ZZ (Rn -2z-N)!; 
r — n(an—1)...(n—z—1).(n—2z—1)!. 


k 


Versteht man also, um beide Formeln zu vereinigen unter > entweder x, 


wenn = 2x oder <+1, wenn k=2z-+1 ist, so wird 
r < n(n—1)...(n-5).(n-M!. 


Diese Grenze kann im allgemeinen noch erniedrigt werden. In @,,, resp. 
G,.. können nämlich wie in @ die Substitutionen niedrigster Elementenzahl 
nicht weniger als <+1 resp. <-+2 Elemente enthalten, da ja im Falle k=2x 
höchstens 22—(z+1)=#—1 Elemente &,,1, --- &, in einer Substitution 
vorkommen, und die Anzahl der Elemente in @ nicht geringer als 2x sein 
darf. Ebenso findet man für k= 2x-+1 die Grenze <-+2. 

Wir haben daher 


1 Z (n-hia-k-1)...(n-k-).(n-kh)l; 
r.< (a1)... (a $).(n—M... (nk). kl, 


wobei 
k 
khZSyH 

sein wird. In gleicher Weise kann man dann, wenn die Grösse der Zahl 
, es erlaubt, noch weiter gehen. 

Die Fälle k=2; 3, auf welche sich dieser Beweis nicht erstreckt, 
sind schon im $. 1 behandelt worden. 
Berlin, den 14. April 1878. 











Sur les seetions eirculaires des surfaces du second ordre. 


(Par M. Emile Souvander ä Helsingfors. ) 


) s | ’ h 
Vest a Vaide de substitutions orthogonales que Hesse *) parvint le 
premier ä decomposer en des sommes de eing A dix carr&s le diseriminant 
de V’equation 


d,ı—T An A; a 
1, @y da— 2 AG 6 _ 0, 
‚4; Ad: 4; —- 7 6 
a b c 0 
ou 
2.) 6, = 4, 


equation qui determine les axes de la section d’une surface du second ordre 
par un plan, ces derniers lieux dtant representes en coordonndes rectan- 
gulaires par 

(3.) a1@ + any + a53 + 2a,;Yy2 + 2a, 30 + 2a,cy+2a,c+2a,y+2a,z+ta,—V) 
et 

(4.) acz+by+cez+d=(, 

et que M. Henrici**) a mis le m&@me diseriminant sous trois formes de 
deux carres. 

M. Souillart ***) a montre ensuite que la recherche des sections eir- 
culaires des surfaces du second ordre pouvait &tre considerce comme un 
cas particulier du probleme des ombilies et qwil etait facile de deduire de 
la forme, rapportee par Leroy y), du diseriminant de l’&quation dont depen- 
dent les rayons de courbure prineipaux en un point queleonque de la sur- 
face, une decomposition en deux carres du diseriminant de l’@quation (1.), 





*) Ce journal t. 60 p. 305, 1862. 
**) Ce journal t. 64 p. 187, 1865. 
*##) Ce journal t. 65 p. 320, 1866. 
) Analyse appl. a la geometrie des trois dim. 1843 p. 331. 
43* 
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une deeomposition en trois carres. 


M. Bauer **), par une voie plus direete, presente enfin le discri- 


et m@me d’une autre forme donnee par Amiot *) au diseriminant mentionng, 











minant de lV’equation quadratique sous une forme de six carres, differente de 


eelle de Hesse. 


Cependant les carres obtenus par la methode de M. Soxillart, quoique 
homogenes, ce que ne sont pas ceux de M. Henrici, sont aussi compliquds 


(ue ces derniers. 


Uest pour cela que je me propose iei et de deduire, au moyen de 
quelques proprietes des determinants, les r&sultats de Hesse et de mettre le 
diseriminant en question sous une forme de deux carres homogenes et plus 


simples que ceux fournis par les methodes preeedentes. 


I. 


Transformons d’abord l’&quation du plan & la forme normale ou 
supposons plutöt qu’elle soit deja sous cette forme, ce qui nous donne la 


relation 
5.) d+b+d= 1. 
En designant par d le determinant 
4 in A; 
| | 
Ar An Ay bi 


4, An Ay 6 


ab ce dd 
et par Ay, %ıry ... les determinants complementaires de a,., 4; 
quadratique pourra s’eerire 
» \ 2 
6.) Id (eu tat e,3)e—a =, 

et son diseriminant 

| 2 \2 

7.) (2 —Mm) = (Ant at 43;) +40. 
La formule de Jacobi 


! ! dP dP ar 
TE 7ER dP 


da,, da, ;, da, da, da,, da,, 





*) Journal de Liouville t. 12, p. 130, 1847. 
*#) Ce journal t. 71 p. 46, 1870. 


..., Yequation 
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nous donne ensuite 





| } R,5 8,0%: __ 8, 8, 8, %;, 

= —-— = — _ ee [ 
a be 
2 a 

(9.) ale %,, 9, % 1 un 9%; 0%, 
Zu \ b’ ca 

2 
a’. —ıa «a, — a, a 


. | C ab 
En multipliant les deux termes des fractions & gauche par les. de- 
nominateurs et ceux des fractions A droite par deux fois leurs d@nominateurs 
et en additionnant les numerateurs ainsi que les denominateurs, nous ob- 


tiendrons 
GC On On 


I. Be b 
(10.) 0 = x 
Oz Op 0; € 
a a Se | | | 
Developpons ce determinant suivant les determinants mineurs du second 
ordre et divisons par leur nombre toutes les expressions obtenues ainsi; 
par la nous aurons 
| 20 = (bay — 6051) + (Ca — 44%)” + (a2, — ba;)” 
(11.) +2 (a. — ba,,) (CO, — 4033) +2 (ba, — C0,,) (a0, — ber, ) 
| +2 (ca, — 40;,) (bo, — CO). 
Le determinant Öd nous offre aussi, par suite d’une propriete eonmue 
des determinants, les identites 


at + ba, + ey =, 
Add, + bey + Ca, = 0, 


et partant 


> „,— be, )— (ca, — . 
(kıtlat 03) = Kaa,, ve) eu aa,.)| 
( 
_ (be, —c@,)—(aa,, —be,,)| 
b’ 
(13.) \ . (ca, , — ae, ,)—(be,, — c0@,,)| 
c 


= (aa, — bar.) — (Cat, — a0;)]' 
+ [(ba,, — ea) — (au 2 — be, ,)] 


+ k Ca, — A0,,) — (bay — Ca). 
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En substituant ces valeurs dans la formule (7.) nous obtiendrons le 
diseriminant sous la forme de six carrds, donnde par Hesse, 
? 2? . 2 . 2 2 2 
(14.) (1-9) = 2a t 2a + Zaun + At ai + ; 


ou 
Pe u; bo, — Co; , 
(15.) | An = CO A0z,, 
\Adun = Al; — ba; 
ei 
Ayı = (40, — ba) + (CO; — A035), 
(16.) Aıı = (bay — 60) + (at,,— ba,,), 
A = (Ca, —a0,;)+ (ba; — Ca). 
| 11. 
Les identites (12.) nous eonduisent aussi aux relations 
2aa;n + bat Cd = 0, 


li 


0, 
dan tbdaı +t2camn = 0. 
Si Yon multiplie le membre droit de legalite (14.) par «+b?-+e’ 
et qu’on y ajoute les expressions 
4 aa (aa + ba,o-+ ca) + (ba, Can) = 0, 
(18.) 4 bay (aan + ba + CA) + (aan + CA) = 0, 
4 CA (Ad + baut Can) + (aa + bay)" 0, 
deduites du systeme (17.), le diseriminant pourra se mettre sous cette. autre 
torme de Hesse 
(1 9.) (2, —2)" = bazu-+ bay + bau +2a).: +2 Aı + 2a; +2ai +2arı +2a3 + a), ü 


(17.) | ad ut 2banu + CAyıı 


\ 


ou . 

Az; = Adams 
(20.) Ay = bay, 
Aug = CAyun; 

Am = bayn+ CA, 

Ay = baut CA, 

(21.) da = CAyyut Adıuı, 

un = CA t Ad, 

Aa = Alan t ba; 


= Adwt bay 





d 
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(22) Mu = Ay + baut CAuw- 
A Vaide des relations 
(23.) Ay Uno + Arm ml () 


et 
Zaun t+ aut An = O, 
(24.) teten tt nd, 
du t Mat Ian = 0, 
rapportees par Hesse, et faciles a verifier au moyen des formules preeedentes, 
le diseriminant pourra se d&eomposer en diverses formes de 5, 7, 8 et 9 carres. 


II. 

(uand le diseriminant de l’&quation quadratique s’&vanouit, la section 
de la surface par le plan sera un cerele. Supposons d’abord que les coef- 
fiecients a, b et ce soient differents de zero. Pour obtenir, dans ce cas, les 
conditions analytiques du cercle, il ne faut qu’egaler A zero deux des trois 
premiers carres de la formule (14.). La relation (23.), le systeme (17.) et 
lidentite 

De u 


(25.) | 2a An) = 0, 
ie Be 
tirce du m&me systeme, font voir en effet qu’en m&äme temps les autres carres 
le deviendront aussi. 
Les eonditions pr&eedentes pourront s’eerire 
(26) sa, = ba, = ca... 
Si quelqu’un des eoefficients a, b, e &tait nul, Vegalite (14.) nous 
(onnerait 
| a=0, (U — 2%)’ = [b’ (a, — a.) — C* (a1, — a») — 2bea;, |” + 4[ba;, — ca; ]°, 
(27) b=04, (m) = [ec (a, — a) — a (da — 4) — 2caa,, + 4[ca,— aaz]”, 
c=0, (2, — 2) = [a (a3 — a) — b’ (a3 — a,)— 2aba,] + 4[aa, —ba,;]’ 
et 
| b=c=0, (m —%) = (dyu—a,) + 40},, 
c-u- Ö, (a —n) = (43 —4,) +4@;,, 
a=b=0, (m —m) = (a,— Ay) +4a,:. 
D’ailleurs a, 5b et ce ne peuvent s’&vanouir en m&@me temps A cause 
de la relation (5.). 


(28.) 

















‘ 
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IV. 
En n’operant qwavee celles des fractions (9.) qui n’ont pas le coef- 
fieient a dans le numerateur, nous obtiendrons, au lieu de V’egalit& (10.), 
1 05 0%; 0 
@; O2 Gy 5b 
29) d-ad)Id = | 
| %sı a 99 
0 b eo 
et ensuite, ä& l’aide des identites (12.), 
(30.) (1-a)' d = 211 —0,(1-a’) (0, +02 +03)+ (ba, — can)". 
Par la substitution de cette valeur de d dans la formule (7.) celle-ei 
pourra s’eerire N 
31.) (1-a’) (2, — 22)’ um 2o,—(l1—-a)(a, +02 +03) +4lba;, — ca]. 
La permutation eyelique des indices et des coefficients a, b et c nous 
donne enfin 


(32.) (mE, An. AR: Se. SE ni. 


Ad—a’) ge db Ace)? 


un. 
[2 


ou 
\ 204 — (1-— a) tat 035), 
(33.) ” = 20%» — (1-b’)(@ +02 + 03), 
| P, == 20, — (1-— e)(aı + (5 - O3; ) 
et 
0, — b O3 6 Ga, 
(34.) (0, — CUln—A0zn, 
0, ni Ad 05; —b O3. 


Ues carres sont lies entre eux par les relations 
\P.,+P,+P. =, 
19.+9,+0. = 0, 
et A ceux de Hesse par les suivantes: 

a = Q,; 


(36.) a(b’—c’)P.+2be(l+a°)Q. 


0 da 
Ils sont aussi homogenes, ce qui est Evident par la relation (5.), et pro- 
bablement, & cause des identites (35.), sous la forme de deux carres la 
plus simple. 
Helsingfors, le 1 juin 1878. 


(35.) 





